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PRÉAMBULE (*), page i 

Le calcul des probabilités s'applique également aux choses de toute espèce, mo- 
rales ou physiques , et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans 
chaque cas, Tobservation fournisse les données [numériques , nécessaires a ses 
applications. 

Énoncé de la loi générale des grands nombres. Yériâcation de cette loi sur des 
exemples nombreux et yariés, pris dans l'ordre physique et dans Tordre moral, 
et qui permettent de la considérer dès à présent comme un fait d'expérience qui 
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de 
l'ouvrage. 

Résumé des données ^ l'observation et des résultats auxquels on parviendra dans 
le dernier chapitre, en ce qui concerne la probabilité des jugements ^n matière 
criminelle et en matière civile. 

CHAPITRE P'. Règles générales des pmbabîUtés , page 3o 

Définition de la probabilité d'un événement. Différence que l'on peut mettre entre 
les mots chance et probabilité. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des 
probabilités. Démonstration des premières règles de ce calcul; exemples de leur 
application (**) , n"* i à 1 3 , 

Formules i;elativef à la répétition des événements dans une séri^^Képreuves. Solu- 
tion du problème des partis. Solution d'un autre problème , fonidée sur le dé- 
veloppement d'un polynôme élevé à une puissance donnée. Note sur un cas de 
chances variables pendant les épreuves. Probabilité d'amener m boules blanches 
et n boules noires , en tirant à la fois m -f- n boules , d'une urne qui, contient 
des boules noires et des boules blanches , en proportion connue , n®' i4 à 19 



(«) lie nom d« ranteur angUli, cité à U Meonde ptg» est mal écrit; il iaiil lire JB^ei, an lieu de 
(**) Far laadrcrtaiiee, Tordre des niuiiéroe ta de 1 1 à i3, et il n^ a paa de b« la. 
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Règle générale pour déierminer la probabilité des événeineoU composés , quand 
les chances des événements simples varient d'une manière quelconque pendant 
les épreuve^ , n" 20 

Application du calcul des prol^abilités à la.déteruiinatioa des avanta^Bs atUcbés à 
l'arrivée des choses éventuelles. Calcul des diverses chances de la ci-devant lo- 
terie royale de France. Préjugés, contraires et également mal fondés, de» 
joueurs sur la sortie des numéros. Ce qu'on entend par V espérance maihé^ 
matique et par Yespérance morale. Explication d'une difficulté relative à la règle 
de l'espérance mathématique, n^ ai à a5 

Quand il existe une chance inconnue , qui favorise Panivée de l'un des deux évé- 
nements contraires £ et F, sans qu'on sache lequel, cette circonstance augmente 
toujours la probabilité de la similitude des événements dans d«az - on un plot 
grand nombre d'épreuves, n** a6 

CHAPITRE H. Suites des règles générales; probabilités des causes 
et des ésfénements futurs j déduites de Fobsen^ation des événements 
passés, page 79 

Signification que l'on attache au mot cause et au mot hasard, dans le calcul des 
probabilités. Règle pour détemoiner les probabilités des diverses causes possi- 
bles d'un événement observé. REomuique sur Tapplicalion de cette règle à des 
événements successifs. Règle pour déterminer, d'après les événements observés, 
les probabîUtéS'd'autres événements ^«t 4}épeiidentde6 i4lmes causes ; ce qui ne 
suppose, toutefois^ aucune influence de l'arrivée des événentents- passés, sur 
celle des événements futurs. Application de ces deux règles à des exemples par- 
ticuliers, n®* 27 à 33 

Extension de ces mêmes fègles .aux caa où Ton a, sur le^événeiQents^ qq^lqiiet 
notions antérieures aux observations; exemple propre à montrer la nécessité 
d'y avoir égard, n* 34 et 35 

Formules relatives à la probabilité des témoignages. Cas où il s'agit seulement de 
savoir si un fait est vrai ou faux, quand il est attesté ou nié par un ou plusieurs 
témoins. Cas où plus de deux événements ont pu avoir lieu, et où l'arrivée d^un 
événement d^Jirminé est attestée par un témoin. Théorème relatif à la proba- 
bilité d*nn événement, dont la connaissance nous parvient par une chaîne tra- 
ditionnetle de témoignages , n*' 36 à 40 

Lorsqu'un très grand nombre d'événements sont possibles, ef qu'ils ont tous, à 
priori, des probabilités égales et extrêmement faibles , on fait voir que l'arrivée 
de l'un de ces événements , parmi ceux qui présentent quelque chose de remar^ 
quable, doit être attribuée très probablement i une cause particulière G, autre 
que le hasard, et analogue, par exemple , à la volonté humaine. Si les événe- 
ments remarquables étaient, avant l'observation, beaucoup plus probables que 
les autres, la probabilité de l'interrentiou d'une cause G e^t beaucoup affiû- 
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blie I et elle peut Tétre assez pour qu'il soit inutile d'y aToir aucun ^gard , 

n*' 4< c^ 4^ 
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sVcarte fort peu d'une fraction donnée , n®' 4^ ^ 4^ 

Énoncé du théorème de Jacques Bernouilli, sur la répétition des événements, dans 
un très grand nombre d'épreuves , en raison de leurs chances respectives, con- 
nues ou inconnues, mais supposées constantes. Application à un exemple tiré de 
V Arithmétique morale, de Bufion. Indication de la démonstration du théo- 
rème^ fondée sur la formule du binôme, n~ 49 ^ ^^ 

Énoncés de trois propositions générales, qui seront démontrées dans le chapitre 1^ , 
et qui se rapportent à la répétition des événements dont les chances varient 
d'une manière quelconque pendant les épreuves. On en déduit la loi générale 
des grands nombres, déjà vérifiée dans le préambule. Cette loi est comprise dans 
deux équations qui sont la base de toutes les applications importantes du calcul 
des probabilités, n^ Sa à 54 

Application de la première équation à des exemples. Différence essentielle entre 
les usages de la chance constante et ceux de là chance moyeniib des événements, 
déduites, l'une et l'autre, de Tobservation. Proportion constante des naissances 
masculines et féminines. Rapports qui doivent exister entre les similitudes et 
les dissimilitudes de sexe, des premiers nés d'un même mariage, n*' 55 à 5g 

On indique j comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs 
moyennes des observations, celui de la vie moyenne à difiérents âges , celui de 
l'influence des vents sur les hauteurs des marées | n^6o k&k 

Digression sur le principe de la causalité. Réfutation de l'opinion de Hume sur le 
simple concours de la cause et de Vejffet. On fait voir que l'existence d'Une cause 
capable de produire nécessairement un phénomène, peut avoir une très grande 
probabilité, quoique celui-ci n'ait été observé qu'un petit nombre de fois, 

n** 63 et 64 

i^robabilité de l'existence ou de la non-existence, d'une cause permanente de cer- 
tains pbénonënes, qui se combine avec des eau^ea variables et avec le hasard , 
et ne produit pas constamment ces phénomènes. Ce qu'on doit entendre au jeu, 
par les mots bonheur et malheur^ ki^ 65 

a.. 
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CHAPITRE m. Calcul des probabilités qui dépendent de très grands 
nombres. ( Cas des chances constantes pendant les épreuves. ) 

Page 17a 

Nécessité de recourir aux méthodes d'approximation» pour calculer les valeurs des 
produits d'un très grand nombre de facteurs inégaux. Méthode de Laplace pour 
réduire en séries convergentes, les fonctions de grands nombres, exprimées 
préalablement j>ar des intégrales définies. Application de cette méthode au pro- 
duit 1 .2.3» . ./t des nombres naturels. Formule de Wallis, n^' 66 à 68 

Probabilité des arrivées m fois et n fois, des deux événements contraires £ et F, 
dans un très grand nombre m + n d'épreuves. Diminution de cette probabalité, 

^ lorsque les chances constantes de £ et F, au lieu d'être données à priori, ont 
été conclues d'un autre grand nombre d'observations. Eiemple d'un cas parti • 
culier où les chances.de ces deux événements varient pendant les épreuves, 

n** 69 à 72 

Transformation d'une partie de la formule du binôme , en une autre formule con- 
vertible en une intégrale définie. Application de la méthode de Laplace à cette 
intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dans le nombre m -i'-n 
d'épreuves, révénement E arrivera an moins m fois, et l'événement contraire F' 
au plus n fois. Probabilité que ces nombres m et n seront compris entre des li- 
mites, à très peu près proportionnelles aux chances respectives des. deux évé- 
nements. Probabilités que l'un de ces nombres n'atteindra pas Tune ou l'autre 
de ces deux limites, n*^ 78 à 79 

Les formules précédentes conduisent au théorème de Jacques Bernouilli , énoncé 
dans le n® 49* ^^ ^^ ^ chance de l'un des deux événements E et F est très fai- 
ble. Probabilités d'une différence des nombres m et n, comprise enjtre des limites 
données, çoit quand les chances de £ et F sont égales, soit quand elles sont 
inégales. Part du hasard dans le très grand nombre m + n des épreuveis» 

n*»» 80 à 82 

Probabilité de limites comprenant la chance inconnue de l'événement £, d'après le 
nombrede fois que cet événement estarrivé dans un très grand nombre d'épreuves. 
Probabilité infiniment petite que cette chance soit précisément égale à une fraction 
donnée. On conclut de cette dernière probabilité , celle d'une événement futur, 
composé de E et de l'événement contraire F. Application à différents exemples, 
de la formule à laquelle on, est conduit. Probabilité que l'événement E qui est 
arrivé m fois dans m + n épreuves , aura lieu m' fois dans un autre très grand 
nombre m' -)- n' d'épreuves ; expression de cette probabilité correspondante à 

une différence donnée entre les rapports — , — et — ;— ; — -, ; comparaison des 

chances de deux événements différents , qui sont arrivés des nombres de fois 
connus dans des nombres d'épreuves aussi donnés. Application numérique des- 
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formules preoëdentes à reiemple cité dans le n* 5o, el tiré des œuvres de 
Buflfon, n**€3à89 

Solution d'un problème susceptible d'une application importante. Conséquences ^ui 
en résultent relativement aux élections des députés, par un très grand nombre 
d'électeurs, distribués en un nombre considérable de collèges dont chacun fait 
une nomination , n®* 90 â 93 

CHAPITRE ly . Suite du calcul des probabilités dépendantes de très 
grands nombres. (Cas des chances variables d'une roanière quelcon- 
que, comprenant celui des chances constantes. ) Page ^Ifi 

Transformation de la règle du n* 20, en une formule exprimée par une intégrale d^ 
finie. Usage de cette formule , dans le cas d'un très grand nombre d'épreuves. 
Détermination de la probabilité que dans ce nombre m -f- n d'épreuves , Tévé* 
nement E arrivera un nombre m de fois^ compris entre des limites données. On 
en conclut, conformément à la première proposition générale énoncée dans le 
n* 5a, que ce nombre m sera, à très peu près et très probablement, pi^^portionnel 
à la moyenne àeB chances de E dans cette série d'épreuves, n*' 94 à 96 

Probabilité que la somme des valeurs d'une chose quelconque, qui auront lieu 
dans un nombre donné d'épreuves, tombera entre des limites donikes, soit 
quand le nombre des valeurs possibles sera limité, soit quand il deviendra in- 
fini. L'expression de cette probabilité en intégrales définies, s'obtiendra sous 
forme finie, dans le cas particulier où toutes les valeurs possibles ont une chance 
égale et qui demeure constante pendant les épreuves. Vérification du résultat 
pârdculier et de la formule générale; dans le cas le plus simple ou il n'y a 
qu'une seule épreuve, n^ 97 à lop 

En appliquant cette formule au cas d'un très {[rand nombre d'observations , ou 
démontre le théorème énoncé dans le n** 53, et suivant lequel , si ce nombi*e 
augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que l'on 
considère s'approchera de même d'une valeur constante A, avec laquelle elle 
coïnciderait, si ce même nombre pouvait devenir infini. Cette constante spéciale 
dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs possibles; les limites, plus 
ou moins probables , d'une différence Centre cette constante et la moyenne des 
valeurs observées dans un très grand nombre d'observations, dépendent aussi 
d'une autre constante h^ relative à cette même loi. Détermination^ ces deux 
quantités k et &, dans les hypothèses les plus simples sur la loi de probabilité. 
Examen du cas ou, d'après cette loi, le nombre des valeurs possibles est 
limité, n"" 101 à io3 

Démonstration de la seconde proposition générale, énoncée dans le n^Saf**); ce qui 



(*) £■ «ppUquabt, p«r asemple, cetia propoiitîon génémle à la ikérmpemtique , il en rétulu^ c« 
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complète la drfmonfttratîon , à priori , de la loi universelle des grands nombras, 
regardée jusque-là comme un iait d'expérience, n"" io4 

Règle pour déduire du ffésulut des observations, les limites de k différence ^ qui 
oui une probabilité donnéei ou, réciproquementi la prot>abilité correspondante 
à uuegtfaiidear d4MiHé6de césliniiles, n"' io5 et io6 

Probalnlité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d'une même 
chose, fournies par deux séries différentes d'épreuves. Règle la plus avantageuse 
pour conclure de deux ou plusieurs séries d'observations, la valeur approchée 
de cette chose , dans le cas où les valeurs uloyennes conveigânt effectivement 
vers sa valeur exacte, c'est-à-dire, dans le cas où, pour chaque série, la cons» 
tante spéciale est cette véritable valeur, n"* 107 et 1 08 

Probabilité de limites données , d'ime différence entre les rapports 
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et -7—; — -7 , des nombres de fois m et m' qu'un même événement E aura lieu 
ffi -f- fi • 

dans m + n et m' + ''^ d'épreuves, à ces nombres d'épreuves, lorsque toutes les 
causes possibles de E sont les mêmes dans les deux séries 4'o^crvations, quoi- 
que les chances de cet événement varient d'une manière quelconque pendant 
ohaquç série, n' 10g 

Solution 4'un problème relatif aux inclinaisons des orbites planétaires sur l'éclip- 
tique, et à leuirs excentricités. Solution d'un problème semblable* qui se 
rapporte aux inclinaisons des comètes. On en conclut^ avec une* très grande 
probabilité, que la cause inconnue delà formation des comètes, n'a pas rendu 
inégalement probables leurs diverses inclinaisons sur Tédiptique, non plus.que 
les deux sais, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. lien résulte aussi 
. que Finclinaison moyenne de toutes les comètes existantes , difière probable- 
ment fort peu de celle des com^sobservées jusqu'à ce jour. Note relative à des 
corps incandescents et en très grand nombre, que l'on observe dans le ciel à une 
époque déterminée de l'année (^) , n®* 1 10 et x 1 1 

^ui est conforme d^aineura au simple bon sens, que si un médicament a été employé arec succét dans 
nn très grand nombre de cas senfblables, de sorte que le nombre de cas où il n^a pas réussi soit très 
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une nouTalle épreuve. La médecine ne serait ni une science, ni un art, si elle n^était pas fondée sur 
de nombreusa^bserrations, et sur le tact et Texpérience propres du médecin, qui lui font juger de 
la similitude TOs cas et apprécier les circonstances exceptionnelles. 

(*) Il parait que ces corps , lors de leur apparition , sont très éloignés de la terre , et à une distance 
où la densité de Tatmospbère est tout-à-fiiit insensible ; ce qtii rend difficile d'attribuer, comme on 
le hit, leur incandescence à un frottement contre les moléeules de l'air. Ne pourrait-on pas supposer 
que le fluide tieetriqne à Tétat neutre, forme une sorte dVtmospbère, qui sVtend beaucoup au-delà 
de la niasse d'air; qui est soumise à Tattraction de la terre, quoique physiquement impondérable ; et 
qui suit , en conléqnence, notre globe dans ses mouvementa? Dana cette hypothèse , les corps dont il 
s*agit , et, en général, les aérhoUtes, en entrant dans cette atmosphère impondérable, décomposeraient 
le fluide neutre , par leur action inégale sur lés deux électricités , et ce serait en ft^électrisant qu'ils 
^'échauflîeraient et dcTiendraient incandescents. 
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Tableau des rormnles de probabilitét lei plus usuelles » qui ont 4ié d^moutrées 
dansc&chapitmetJaas le précédent. Remavque velatiwà FapplicaliMda calcul 
des probabilités à un système d'équaiimfs de eondiêion, feuniies par les observa* 
lions, n** met ii3 

CHAPITRE V. Applications des règles générales des probabilités aux 
décisions des jurjrs et aux jugements des tribunaux ^ page 3i8 

On détermine, les probabilités qu'un accusé sera condamné ou acquitté, à une 
majoirité déterminée, par des jurés dont chacun à une probabilité donnée de ne 
pas se tromper, et en ayant égaird à la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité, 
qui ayait lieu ayant le jugement. Par la règle de la probabilité des causes on des 
hypothèses, on détermine également les probabilités que l'accusé, ainsi condamné 
ou acquitté, est coupable ou innocent, n** 1 14 à 117 

Formules relatives au cas d'un nombre quelconque de jurés, qui ont tous la même 
chance de ne pas se tromper, et dont la décision aura lieu ou a eu lieu, soit à 
une majorité donnée, soit à une majorité dont le mmimunt seul est donné. On 
fait Toir que la probabilité qu'une condanuuktion sera prononcée , est toujours 
moindre que celle de la probabilité, avant le jugement, de la cupabiUté. Les 
probabilités de la bonté d'un jqgementne dépend, toutes choses d'ailleurs éga- 
les , que de la majorité à laquelle il a été rendu , et nullement du nombre 
total des jurés, lorsque leur chance de ne pas se tromper est donnée àpriim, 
ce qui n'a plus lieu quand celte chance doit être déduite , à patteriori, de la 
connaissance de cette majorité, n®' 1 18 à lato 

Application de ces formules au cas où le nombre des jnrés est très grand, ce qui 
rend très peu probable , qu'une condamnation sera ou a été prononcée k une 
petite majorité, u^ iai 

Théorème relatif à un jury composé d'un nombre quelconque de jurés, dont 
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se 
tromper. Exemple du calcul de hi chance moyenne, quand le nombre des chances 
possibles devient infini, et que leur loi de probabilité est donnée.* Cette chance 
moyenne est la même pour tous les jurés, quand ib doivent être pris aahasa(rd 
sur une n&éme liste générale. Formules qui déterminent, dans ce cas ,^ les pro- 
habilités qu'une condamnation sera prononcée, qu'un accusé condamné esteoU' 
pable, que la chance d'erreur des jurés a été comprise entre des limites don* 
nées, n** laaà 1^7 

Application de ces formules à un jury composé d'un très grand nombre -de 
jurés, n*'ia8ài3f 

L'usage de ces formules exige, dans tous les cas, que l'on fasse une hypothèse sur 
la loi de probabilité des chances d'erreur des jurés. Examen de l'hypothèse de 
Laplace. Conséquences qui en résulteraient et qui la rendent inadmissible. L'im- 
possibilité de faire sur cette loi^ aucune hypothèse convenablenaen t motivée^ rend 
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^gal^oient impossible de dëtenniDer la probabilité de la bonté d'an jugement 
'■ isole', d'après la connaissance du nombre des jurés et de la majorité à laquelle 
il a été rendu. Nécessité de recourir aux résultats d'un très grand nombre de 
jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment les 
formules précédentes, savoir, la chance u de ne pas se tromper, commune à 
tous les jurés pris au hasard sur une même liste générale, ^t la probabilité k de 
la culpabilité des accusés , résultante des procédures antérieures aux débats de* 
Yant les cours d'assises, n^ i3a et i33 

Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par une série d'expérience, 
■ du nombre des condamnés à celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap- 
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des limites 
• données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera 
d'une autre série d'expériences, tombera entre des limites également don- 
nées, n* i34 

On extrait des Comptes généraux de F administration de la justice criminelle, les 
données de l'observation qui secviront à déterminer les valeurs numériques 
de u et k. Ces données sont divers rapports auiquels on applique, avant d'en 
faire usage , les formules de probabilités précédentes. Influence des change- 
ments successifs de la législation du jury en France, sur les grandeurs de ces 
rapports. Division des crimes en deux espèces distinctes. Obligation où l'on 

' est de supposer, quant à présent, que les valeurs de u et A:, très différentes pour 
ces deux sortes de crimes, sont à peu près les mêmes pour tous les départe- 
ments, n®* i35 à i38 

Calcul de ces valeurs, s'oit pour la France entière , soit pour le département de li^ 
Seine en particulier. Probabilité que , d'après ces valeurs , un jugement de con- 
damnation ou d'acquittement a été prononcé à l'unanimité, n^ >39 à \^i 

Signification qu'on d^it attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce 
qui a été dit, à cet égard, dans le préambule de l'ouvrage, 11^14^ 

Formules qui font connaître la mesure du danger, pour un accusé, d'être con- 
damné, quoique non-condamnable, et pour la société ,. de l'acquittement d'un 
accusé qui aurait dû être condamné, n® i43 

Calcul des valeurs numériques de ces mesures, et des probabilités de l'innocence 

- et de la culpabilité des condamnés , à différentes époques où la l^islation n'a 
pas été la même, n*** i44 et i45 

Indication d'un calcul semblable, qu'on ne peut effectuer faute de données néces- 
saires de l'observation, en ce qui concerne les jugements de police correction^ 
neUe et ceux de la justice militaire, n® iSfi 

Formules relatives à la bonté, plus ou moins probables, des jugements en ma- 
tière civile, rendus en première instance et en appel, n^ '47 ^ '49 

fauté de données de l'expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis- 
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d'er- 
reur égales pour tous les juges des deux degrés snocessib. On calcule cette chance. 
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d'après le rapport, donné par Texpërience, du nombre des jugements confir- 
més par les cours royales, à celui des jugements de première instance qui leur 
sont soumis annuellement. Le peu de variation de ce rapport, pendant trois an- 
nées cons<^cutives, est une preuve très remarquable de la loi générale des grands 
nombres. On déduit de cette donnée de TobserTation, les probabilités de la 
bonté des jugements de première instance et d'appel, soit quand ils s'accordent, 
soit quaiid ils sont contraires, n** t5o et iSi 
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FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER. 



Dans le préambule, à la ligne 9 de la page a4> i^ ^^^ mettre : quatre dix-mil- 
lièmes, au lieu de quatre millièmes ; et par suite, à la même page, il &ut réduire 
^ 9 c^ i^ 7> 1^ nombres 88 et 18, et remplacer, à la ligne 27, les mots : vingt fois 
aussi grand, par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand. 

A la lin du n^ 3a, il iaut supprimer : Le cas de m :=i n'est pas compris dans cette 
▼aleur de <»,•.. ; et mettre, au contraire : dans le cas de m =1, cette valeur de 'v, 
se réduit à «, = ^ , ce qui est évident, à priori. 

Au commencement du n** 68, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n'étant 
pas connue, elle peut être du genre ; au lieu de : Toutefois, elle est du genre. 

A la fin du n^ 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de 
moins d'une unité, si elle n'en est pas un. 

An bas de la page 254» après : en désignant par m un nombre donné, il fout sup« 
primer : compris entre m et C. 
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L k PROBABILITÉ DES JUGEMENTS 



EN MATIÈRE CRIMINELLE 



ET EN MATIÈRE CIVILE. 



Un problème relatif anx jeux de hasard , proposé à un austère jan- 
séniste par un homme du monde , a été l'origine du calcul des proba- 
bilités. U avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle 
t enjeu doit être partagé entre les joueurs^ lorsqu'ils conviennent de 
ne point achever la partie, et qu'il leur reste à prendre , pour la ga- 
gner, des nombres de points inégaux. Pascal en donna le premier la 
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite 
résolu par Fermât , dans le cas général d'un nombre quelconque de 
joueurs. Toutefois, les géomètres du xvii* siède qui se sont occupés 
du calcul des probabilités, ne Font employé qu'à déterminer les 
chances de différents jeux de cette époque ; et ce n'est que dans le 
siècle suivant qu'il a pris toute son extension , et qu'il est devenu une 
des principales branches des mathématiques, soit par le nombre et Fu- 
tilité de ses applications , soit par le genre d'analyse auquel il a donné 
naissance. 

Parmi les applications de ce calcul , une des plus importantes est 
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«— ^elle qui se rapporte à la probabilité des jugements , ou, en général, 
des décisions rendues à la pluralité des voix. Condorcet est le premier 
qui ait essaj^é de la déterminer. Le livre qu'il a écrit sur ce sujet (*), 
avait été entrepris du vivant et à la demande du ministre Turgot, 

-^^qui concevait tout lavantage que les sciences raorilea et l'administra» 
tion publique peuvent retirer du cakniVdes probabflttés, dont les indi- 
cations sont toujours précieuses, lors même que, faute de données 
suffisantes de l'observation, il ne peut conduire aux solutions com- 
plètes des questions. Cet oavrage ven&raae ua discotirs préliminaire 
fort étendu, où l'auteur expose, sans le secours des formules ana- 
lytiques, les résultats qu'il a obtenus, et où sont développées avec 
soin les considérations propres à nrontrer l'utHité de ce genre de 
recherches. 

Dans son Traité des probabilités j Laplace s'est aussi occupé du cal- 
cul des chances d'erreur à craindre dans le jugement rendu contre 
un accusé, à une majorité connue, par un tribunal ou im jury com- 
posé d'un nombre de personnes également connu. La solution qu'il a 
donnée de ce problème, l'un des plus délicats de la théorie des proba- 
bilités, est fondée sur le principe qui sert à déterminer les probabilités 
des causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observés; prin- 
cipe que Blayes a présenté d'abord soits une forme un peu difievente, 
et dont Laplace a faut ensuite le plus hêtureiMx usage^ dans ses mémoires 
et daoft son traité, pour calculer la probabBité des avénetnerils fatars 
dfaprèâ l'observa tioD desévéaeaaents passés; mats, en ce qui ooncevne 
le problènfie de la probabilité des jugements, il esl juste de dire que 
c'est à Condorcet «p'est due Tidée iogénietise de faire dépencb^ la so^ 
ladoni du principe die Blayes^ en ccHisidérant successivement la cul>- 
pabilite* et l'innocence* de Faccosé, comme une cause incoanoe du 
jugement prononcé, qui est alons le fait observa ^ duquel if s'agit de 
déduire la probabièité de cette cause. L'exaditodé de ce prkicipe se 
démmitre en toute rigtieur; sou application à la questiom: qui nous oc-* 
cupe, ne peut non» plus laîssev aucua doute; oiais pouir cette .appiicaf 
tîon, Laplaoe &it une hypoâièse: qioî n'est point isiconlestaUe : il 

(*) Essai sur l'application de l'analjrse à la probabilité des décision rendues 
à ta ptimeOité' dw vai». 
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suppose qoe la probabîKté qu'un jorë ne se trompera pas est sus* 
'ceptible àt tous les degrés égalemeat possibles , depuis la certitude, 
représentée par l'unité, jusqu'à l'indifférence, qui répond dans le cal- 
cul à la fractkm ^ , et se rapporte à une égale chance d'erreur et de 
vérité. L'îHustre géomètre fonde son hypothèse sur ce que l'opinion 
d'un juré a sans doute plus de tendance Ters la vérité que vers l'er- 
reur ; ce qu'on doit admettre effectivement en général. Mais il existe 
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont 
a cette condition , sans qu'on soit obligé de supposer que la chance 
qu'un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descendre au-dessous 
de ^ , et qu'au-dessus de cette limite, toutes ses valeurs soient également 
possibles. lia supposition particulière de Laplace ne saurait donc être 
justifiée à priori. Soit à raison de cette hypothèse , soit à cause de leurs 
conséquences, qni m'ont paru inadmissibles, les solutions du pro- 
blème de la probabilité des jugements que l'on trouve dans le Traité 
des probabilités (^) et dans le premier supplément k ce grand ou- 
vrage (!^)f et qui différent l'une de l'autre, ont toujours laissé beaucoup 
de doutes dans mon esprit. Cest à l'illustre auteur que je les aurais sou- 
mis , si je me fusse occupé de ce problème pendant sa vie : l'autorité 
de son nom m'en eût fait un devoir, que son amitié, dont je me glori- 
fierai toujours, m'aurait rendu facile à remplir. On concevra sans 
peine que ce n'est qu'après de longues réflexions , que je me suis dé- 
cidé k envisager la question sons un autre point de vue; et Ton me 
permettra d'exposer , avant d'aller plus loin , les principales raisons 
qui m'ont d^erminé k abandonner la dernière solution à laquelle 
Laplace s'était arrêté, et dont il avait inséré les r&ultats numériques 
dans V Essai philosophique sur les Probabilités. 

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de l'erreur 
d'un jugement, ne dépend que de la majorité à laquelle il a été pro- 
noncé, et du nombre total des juges ; elle ne renferme rien qui soit 
rdatîf à leurs coonaissanoes plus ou moins étendues dans la matière 
qui leur a été soumise. Il s'ensuivrait donc que la probabilité de Terreur 
d'une décision rendue par un jury , à la majorité de sept voix contre 
cinq , par exemple, serait la même, quelle que fbt la classe de per- 



(♦) Page 460. (♦*) Pag« 3a. 
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sonnes où les douze jurés auraient été choisis; conséquence qui me 
paraîtrait déjà suffisante pour qu'on fût fondé à ne point admettre la 
formule dont elle est déduite. 

Cette même formule suppose qu'ayant la décision du jury, il n'y 
avait aucune présomption que l'accusé fut coupable; en sorte que la 
probabilité plus ou moins grande de sa culpabilité, devrait se conclure 
uniquement de la décision qui serait rendue contre lui. Mais cela est en- 
core inadmissible : l'accusé, quand il arrive à la cour d'assises, a déjà 
été l'objet d'un arrêt de prévention et d'un arrêt d'accusation, qui 
établissent contre lui une probabilité plus grande que •; , qu'il est cou- 
pable; et certainement, personne n'hésiterait à parier, à jeu égal, 
plutôt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les règles qui 
servent à remonter de la probabilité d'un événement observé à celle 
de sa cause , et qui sont la base de la théone dont nous nous occupons , 
exigent que l'on ait égard à toute présomption antérieure à l'observa- 
tion, lorsque l'on ne suppose pas, ou qu'on n'a pas démontra qu'il 
n'en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente 
dans les procédures criminelles, j'ai dû en tenir compte dans la solu- 
tion du problème; et l'on verra^ en effet, qu'en en faisant abstraction, 
il serait impossible d'accorder les conséquences du calcul avec le^ ré- 
sultats constants de l'observation. Cette présomption est semblable à 
celle qui a lieu en matière civile, lorsque l'un des plaideurs appelle d'un 
premier jugement devant une cour supérieure : il y parait avec une pré- 
somption contraire à sa cause; et l'on se tromperait gravement, si l'on 
n'avait pas égard à cette circonstance, en calculant la probabilité de 
Terreur à craindre dans l'arrêt définitif. 

Enfin , Laplace s'est borné a considérer la probabilité de Terreur d'un 
jugement rendu à une majorité connue ; cependant le danger que l'ac- 
cusé court d'être condamné à tort par cette majorité, quand il est tra- 
duit devant le jury, ne dépend pas seulement de cette probabilité; il 
dépend aussi de la chance qu'une telle condamnation sera prononcée. 
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabililé de Terreur 
d'un jugement rendu à la majorité de sept voix contre cinq, soit expri^ 
mée par une fraction à très peu près égale à ^j comme il résulterait de 
la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d'après l'expérience, le 
nombre de condamnations par les jurys qui ont eu lieu chaque année 
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en France I à cette majorité, n'est que 7^ du nombre total des ac- 
cusés; le danger pour un accuse d'être mal jugé à la majorité dont il 
s agit, aurait donc pour mesure le produit des deux fractions y et 7^ , 
ou 50 » car, dans toutes les choses éventuelles, la crainte d'une perle ou 
Tespoir d'un gain a pour expression le pi*oduit de la yaleur de la chose 
que Ton craint ou que l'on espère, multipliée par la probabilité qu'elle 
aura lieu. Cette considération réduirait déjà à un sur cinquante la 
proportion des accusés non coupables qui seraient condamnés annuelle- 
ment à la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute encore 
beaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais 
c'est ici qu'il convient d'expliquer le sens véritable que Ton doit atta- 
cher, dans cette théorie, aux mots coupable et innocent ^ et que La- 
place et Condorcet leur ont effectivement atlribué. 

On ne saurait jamais arriver à la preuve mathématique de la culpa- 
bilité d'un accusé; son aveu même ne peut être regardé que comme 
une probabilité très appi*ochante de la certitude ; le juré le plus éclairé 
et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une 
forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte- 
rait de l'aveu du coupable. Il y a entre lui et le juge en matière civile, 
une différence essentielle : lorsqu'un juge, après l'examen approfondi 
d'un procès, n'a pu reconnaître, vu la difficulté de la question, qu'une 
faible probabilité en faveur de Tune des deux parties, cela suffit pour 
qu'il condamne la partie adverse; au lieu qu'un juré ne doit prononcer 
un vote de condamnation que quand, à ses yeux, la probabilité que 
l'accusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beau- 
coup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d'erreur ne 
peut être évitée, quoi qu'on fasse, duns les jugements criminels, à quoi 
doit-elle être réduite, pour assurer à Tinnocence la plus grande garantie 
possible? C'est une question à laquelle il est difficile de répondre d*une 
manière générale. Selon Condorcet, la chance d'être condamné injuste- 
ment pourrait être équivalente à celle d'un danger que nous jugeons 
assez petite pour ne pas même chercher à nous y soustraire dans les 
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa sû- 
reté, d'exposer un de ses membres à un danger dont la chance lui est, 
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup 
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une 
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dëfîaiiion , bien plus propre à éclairer la questîoo^ de la chance d'er- 
reur qu'où est forcé d'admettre dans les jugements en matière crimi- 
nelle* Selon lui, cotte probabilité doit être telle qu'il y ait plus de dan* 
ger pour la sûreté publique , à l'acquit tement d'un coupable , que de 
crainte de la condamnation d'un innocent; comme il le dit expressé- 
ment, c'est cette question, plutôt que la culpabilité même de l'accusé, 
que chaque juré est appelé à décider, à sa manière, d'après ses lumiè- 
res et son opinion; en sorte que l'erreur de son vote, soit qu'il con- 
damne, soit qu'il absolve, peut provenir de deux causes difiërentes : ou 
de ce qu'il apprécie mal les preuves contraires ou favorables à l'accusé, 
ou de ce qix'il fixe trop haut ou trop bas la limite de la probabilité né- 
cessaire à la condaomation. Non-seulement cette limite n'est pas la 
même pour toutes les personnes appelées à juger, mais elle change 
aussi avec la nature des accusations, et dépend même des circonstances 
où l'on se trouve : à l'armée, en présence de l'ennemi , et pour un 
crime d'espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que 
dans les cas ordinaires. Elle s'abaisse, et le nombre des condamnations 
augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus 
à craindre pour la société. 

Les décisions des jurys se rapportent donc à l'opportunité des con- 
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en 
substituant le mot condamnable , qui est toute la vérité, au mot cou- 
pable^ qui avait besoin d^explication, et que nous continuerons d'em- 
ployer pour nous conformer à l'usage. Ainsi, lorsque nous trouverons, 
! que sur un très grand nombre de jugements , il y a une certaine pro- 
portion de condamnations erroqées, il ne faudra pas entendre que 
cette proportion soit celle des condamnés innocents; ce sera la propor* 
tion des condamnés qui l'ont été à une trop faible probabilité, non 
pas pour établir qu'il sont plutôt coupables qu'innocents, mais pour 
que leur condamnation fut nécessaire à la sûreté publique. Déterminer 
parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellement n'étaient pas 
coupables, ce n'est pas l'objet de nos calculs; toutefois il y a lieu de 
croire que ce nombre est heureusenienttrès peu considérable, du moins 
1 en dehors des procès politiques : on en peut juger^ dans les cas ordi- 
' naires^ par le nombre très petit de condamnations prononcées par les 
jurys, contre lesquelles l'opinion publique se soit élevée; par le petit 
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nombre de grâces complètes qui ont été accordées ; et par le nombre, 
aussi très petit, de cas où les cours d'assises ont usé du droit que 
la loi leur donne, de casser la condamnation prononcée par an 
jury, et de renvoyer le prévenu devant d'autres jurés, lorsqu'elles 
jugent que le débat oral a détruit l'accusation, et que le condamné n'est 
pas coupable. 

Les résultats rétifs aux chances d'erreur des jugements criminels , 
auicquels Laplace est parvenu , ont paru exorbitants, et en désaccord 
avec les idées générales; ce qui serait contraire aux paroles de l'auteur, 
que la théorie des probabilités n'est ^ au jond, que le bon sens réduit 
en c^/ctt/. Us ont été mal interprétés; et l'on s'est trop hfttéd'en conclure 
que I analyse nsathémfftique n'est point applicable à ce genre de ques- 
tions^ ni généralement aux choses qu'on appelle morales. C'est un pré- 
jugé que j'ai vu h regret partagé par de bons esprirs; et. pour le dé- 
truire, je crois utile de rappeler ici quelques considérations générales, 
qui seront propres d'ailleurs, par la comparaison avec d'autres ques- I 
tions ou personne ne cofnteste que l'emploi du calcul soit légitime et 
nécessaire, à bieDfa4re connoitre l'objet du problème que je me suis 
proposé spécialemeut dans cet ouvrage. 

'0Les choses do toutes nattées sont soumises à une loi universelle 
qu'on peut appeler la loi des grands nombres. Elle consiste en ce que, 
si l'on observe des nombres très considérables d'événements d^une 
même nature, dépendants de causes constantes et de causes qui va- 
rient irrégulièrement, tantôt dans un sens, tantÀf dans l'autre, c'est- 
à-dire sans que leur variation soit progressive dans aucun sens déter- 
miné, on troQvers, entve ces nombres, des rapports à très peu près 
constants* Pour chaque nature de choses, ces rapports auront une va- 
leur spéciale dout il s'écarteront de moins en moins, k mesure que la 
série des événsmeals observés augmeolera davantage, et qu'ils attein-* 
draient rigoureusement s'il était possible de prolonger cette série à 
l'infini. Selon que les ansplitudes de variations des causes irrc^ulières 
seront plus- 00 SDOÎns grandes, il faudra des nombres aussi pltis ou 
moins grands d'événements pour que leurs rapports parviennent sensi*^ 
blement à la permanence; l'observation même fera connaître, dans 
chaque qoestioo, si la série des expériences a été suffisamment prolon* 
gée ; et d'apraa les nombres des faits constatés, et la grandeur des écarts 
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gui resteront encore entre leurs rapports, le calcul fournira des règles 
certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la- 
quelle ces rapports convergent est comprise entre des limites aussi res- 
serrées qu'on voudra. Si Ton fait de nouvelles expériences, et si l'on 
trouve que ces mêmes rapports s'écartent notablement de leur valeur 
finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra con- 
clure que les causes dont les faits observés dépendent, ont éprouvé 
une variation progressive, oi| même quelque changement brusque, 
dans l'intervalle des deux séries d'expériences. Toutefois, sans le se- 
cours du calcul des probabilités, on risquerait beaucoup de se méprendre 
sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va- 
gue à cet égard, et nous fournit aussi les règles nécessaires pour déter- 
miner la chance d'un changement dans les causes, indiqué par la com- 
paraison des faits observés à différentes époques. 

Cette loi (les grands nombres s'observe dans les événements que nous 
attribuons à un aveugle hasard, faute d'en connaître les causes, ou 
parce qu'elles sont trop compliquées. Ainsi , dans les jeux où les cir- 
constances qui déterminent l'arrivée d'une carte ou d'un dé, varient à 
llnfini et ne peuvent être soumises à aucun calcul, les différents coups 
se présentent cependant suivant des rappels constants, lorsque la sém 
des épreuves a été long-temps prolongée. De plus, lorsqu'on aura pu 
calculer d'après les règles d'un jeu, les probabilités respectives des 
coups qui peuvent arriver , on vérifiera qu'elles sont égales à ces rap- 
ports constants, conformément au théorème connu de Jacquejs Ber^^ 
nouilli. Mais dans la plupart des questions d'éventualité, la détermi- 
nation à priori des chances des divers événements est impossible, et ce 
sont, au contraire, les l'ésultats observés qui les font connaître : on ne 
saurait, par exemple, calculer d'avance la probabilité de la perte d'un 
vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la 
comparaison du nombre des sinistres à celui des voyages : quand ce- 
lui-ci est très grand, le rapport de l'un à l'autre est à peu près cons- 
tant, du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier; 
sa valeur peut être prise pour la probabilité des sinistres futurs; et 
c'est sur cette conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que 
sont fondées les assurances maritimes. Si Tassureur n'opérait que sur 
i^i nombre peu considérable d'affaires, ce serait un simple pari, qui 
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n aurait aacone valeur anr laquelle il put compter; s'il opère sur de 
très grands nombres ^ c'est une spéculation dont le succès est à peu 
près certain. 

La même loi régit également les phénomènes qui sont produits par 
des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont 
les eflets n'ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements 
successifs de la mer dans les ports et sur les côtes, en offrent un exemple 
d'une précision remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro- 
dttisenty et qui feraient disparaître les lois du phénomène dans des ob- 
servations isMées ou peu nombreuses ; si l'on prend les moyennes d'un 
grand nombre de marées observées dans un même lieu , on trouve 
qu^elles sont à très peu près conformes aux lois An flux et du r^ux , 
résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mêmes que si les 
vents accidentels n'avaient aucune influence : celle que peuvent avoir 
les vents qui soufflent dans une même direction pendant une partie 
de l'année, sur les marées de cette époque, n'a point encore été dé* 
teroûnée. Ces moyennes déduites d'obser?ations faites au commence- 
ment et à la fin du siècle dernier, ou séparées par un intervalle de 
cent années, n'ont présenté que de petites différences, que Ton peut at- 
tribuer à quelques changements survenus dans les localités. 

Pour exemple de la loi que je considère , je citerai encore la lon- 
gueur de la vie moyenne dans l'espèce humaine. Sur un nombre consi- 
dérable d'enfants nés en des lieux et à des époques assez rapprochés, il 
y en aura qui mourront en bas âge , d'autres qui vivront plus long- 
temps, d'autres qui atteindront les limites de la longévité; or, malgré 
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes diffé- 
rences entre les âges des mourants , si Ton divise la somme de ces âges 
parleur nombre supposé très grand, le quotient, ou ce qu'on appelle 
la vie moyenne , sera une quantité indépendante de ce nombi*e. Sa 
durée pourra ne pas être la même pour les deux sexes ; elle pourra 
di£Rérer dans les différents pays, et à différentes époques, parce qu'elle 
dépend du climat, et sans doute aussi du bien--être des peuples : elle 
augmentera si une maladie vient à disparaître, comme la petite-vérole 
par le bien&tt de la vaccine ; et» dans tous les cas, le calcul ^es proba- 
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette dures, sont 
assez grandes et résultent d'un assea grand nombre d'observations. 
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pour qu'il soit nécessaire de les attribuer à quelques changements ar-* 
rivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des nais- 
sances annuelles masculines et féminines, dans un pajs d'une grande 
éteudue ^ a également une valeur constante, qui ne semble pas dé- 
pendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne serait peut- 
être pas difficile d'assigner une cause vraisemblable, paraît être 
différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés hors de 
mariage. 

La constitution des corps formés de molécules disjointes que sépa- 
rent des espaces vides de matière pondérable, offre aussi une application, 
d'une nature particulière, de la loi des grands nombres. Par un point 
pris dans Tintérieur d'un corps et suivant une direction déterminée , si 
Ton tire une ligne droite, la distance de ce point à laquelle elle rencon- 
trera une première molécule, quoique très petite en tous sens, variera 
néanmoins dans de très grands rapports avec sa direction : elle pourra 
être dix fois, vingt fois, cent fois. • . . plus grande dans un sens que 
dans un autre. Autour de chaque point, la distribution des molécules 
pourra être très irrégulière, et très différente d'un point à un autre ; elle 
changera même incessamment par l'effet des oscillations intestines des 
molécules; car un corps en repos n'est autre chose qu'un assemblage 
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli- 
tudes sont insensibles, mais comparables aux distances intermoléculai- 
res. Or, si Ion divise chaque portion du volume, de grandeur insensi- 
ble, par le nombre des molécules qu'elle contient, lequel nombre sera 
extrêmement grand à raison de leur excessive petitesse, et si l'on extrait 
la racine cubique du quotient, il en résultera un intervalle moyen des 
molécules, indépendant de l'irrégularité de leur distribution, qui sera 
constant dans toute l'étendue d'un corps homogène et partout à la même 
température , abstraction faite de l'inégale compression de ses parties, 
produite par son propre poids. C'est sur de semblables considérations 
qu'est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calori- 
fique dans l'intérieur des corps, tel que je l'ai présenté dans d'autres ou* 
vrages. 
\ Ces divers exemples de la loi des grands nombres sont tous pris 
I dans l'ordre des choses physiques ; nous pourrions , s'il était uéces- 
{Saire, les multiplier encore davantage; et il ne sera pas non plus 
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difficile d'en citer d'autres qui appartiennent aux choses de Tordre mo- 
ral. Parmi ceux-ci^ nous pouvons indiquer les produits constants 
d'impôts indirects, sinon annuellement, du moins pendant une pé- 
riode de peu d'années consécutives. Tel est , entre autres , le droit de 
greffe j porté dans les recettes annuelles de l'État pour une somme à 
peu près constante, et qni dépend néanmoins du nombre et de 
l'importance des procès , c'est-à-dire des intérêts opposés et variables 
des citoyens , et de leur facilité plus ou moins grande a plaider. Tels 
sont aussi les produits de la loterie de France, avant qu'elle fut heu- 
reusement supprimée, et des jeux de Paris, dont la suppression n'est ; 
pas moins désirable. Ces jeux présentent des rapports constants de l 
deux natures distinctes : d'une part, la somme des mises est à peu- 
près la même chaque année , ou pendant chaque période d'un petit j 
nombre d^années; d'un autre côté, le gain du banquier est sensible- 1 
ment proportionnel à cette somme. Or, cette proportionnalité est 
un effet naturel du hasard qui amène les coups favorables au ban- 
quier, dans une proportion constante et calculable à priori d'après i 
les règles du jeu ; mais la constance de la somme des mises est un j 
fait qui appartient à l'ordre moral , puisque les sommes jouées dé- 
pendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut bien que ces 
deux éléments, la proportionnalité du gain et la somme des mises^ soient 
peu variables, sans quoi le fermier des jeux ne pourrait pas évaluer 
d'avance le prix annuel qu'il s'engage à payer au Gouvernement, 
d'après les bénéfices que l'on a pu faire dans un bail précédent. L'ex- 
position que je ferai tout à l'heure des données de l'expérience sur les- 
quelles je me suis appuyé dans la question de la probabilité des juge- 
ments, fournira encore des exemples péremptoires de la loi des grands 
nombres, observée dans les choses de l'ordre moral. On y verra 
que sous l'empire d'une même législation, le rapport du nombre 
des condamnations à celui des accusés , dans toute la France, a très peu 
varié d'une année à une autre; en sorte qu'il a suffi de considéi*er en- 
viron 7000 cas , c'est-à-dire le nombre de jugements prononcés chaque 
année par les jurys , pour que ce rapport parvint sensiblement à la 
permanence; tandis que dans d'autres questions, et par exemple dans 
celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait 
bien loin d'être suffisant pour conduire à un résultat constant On y 

a.. 
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verra aas&i, d'une D&anîère frappante, rinfluence des causes générales 
sur le rapport dont il s'agit, qui a varié toutes les fois que la législation 
a changé. 

On ne peut donc pas douter que la loi des grands nombres ne con- 
vienne aux choses morales qui dépendent de la volonté de ITiomme» 
de ses intérêts , de ses lumières et de ses passions , comme à celles de 
Tordre physique. Et, en effet, il ne s'agit point ici de la nature des 
causes^ mais bien de la variation de leurs effets isolÀ et des nombres 
de cas nécessaires pour que les irrégularités des faits observés se ba- 
lancent dans les résultats moyens. La grandeur de ces nombres ne 
saurait être assignée d'avance ; elle sera différente dans les diverses 
questions, et, comme on l'a dit plus haut, d'autant plus considérable , 
en général, que ces irrégularités auront plus d'amplitude. Mais à cet 
égard^ on ne doit pas croire que les efiets de la volonté spontanée, de 
l'aveuglement des passions, dn défaut de lumières, varient sur une 
plus grande échelle que la vie humaine , depuis l'enCant qui meurt 
en naissant jusqu'à celui qui deviendra centenaire; qu'ils soient plus 
difficiles à prévoir que les circonstances qui feront périr un vaisseau 
dans un long voyage; plus capricieux que le sort qui amène une carte 
ou un dé. Ce ne sont pas les idées que nous attachons k ces effets et à 
leurs causes, mais bien le calcul et l'observation qui peuvent seuls fixer 

îles limites probables de leurs variations, dans de très grands nombres 

I d'épreuves. 

De ces exemples de toutes natures , il résulte que la loi universelle 
des grands nombres est déjà pour nous un fait général et incontestable, 
résultant dexpériences qui ne se démentent jamais. Cette loi étant 
d'ailleurs la base de toutes les apfJications du calcul des probabilités , 
on conçoit maintenant leur indépendance de la nature des questions, 
et leur parfaite similitude, soit qu'il s'agisse de choses physiques ou 
/ de choses morales, pourvu que les données spéciales que le calcul 
exige, dans chaque problème, nous soient fournies par l'observation. 
Mais, vu son iaiportanœ, il était nécessaire de la démontrer directe-* 
nuent ; c'est ce quse j'ai tâché de faire ; et je croîs y éti« enfin parvenu , 
comme on le verra dans la suite de c^ ouvrage. Le théorème de Jac- 
ques Bemouilli, cité plus haut> ooindde avec cette loi des grands 
noBuhres, dans le cas particulier oit les chances des événemenlB de- 
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meurent constantes pendant la série des épreuves, ainsi que le sup<» 
pose essenliellenient la démonstration de l'auteur, qu'il médita, 
comme on sait, pendant vingt années. Il était donc insuffisant dans 
les questions relatives à la répétition des choses morales ou des 
phénomènes physiques, qui ont, en général, des chances continuel- 
lement variables, le plus souvent sans aucune régularité; et pour 
j suppléer, il a fallu envisager la question d^une manière plus générale 
et plus complète que Tétat de l'analyse mathématique ne le permettait 
à l'époque de Jacques Bernouilli. Lorsque l'on considère cette cons- 
tance des rapports qui s'établit et se maintient entre les nombres de 
fois qu'un événement arrive et les nombres très grands des épreuves , 
malgré les variations de la chance de cet événement pendant leur 
durée, on est tenté d'attribuer cette l'égularité si remarquable à l'ac- 
tion de quelque cause occulte, sans cesse agissante ; mais la théorie des / 
probabilités fait voir que la constance de ces rapports est l'état na- • 
turel des choses, dans l'ordre physique et dans Tordre moral, qui | 
se maintient de loi^-ménfie sans le secours d'aucune cause étrangère, \ 
et qui, au contraire, ne pourrait être empêché ou trouUé que par '' 
l'intervention d'une semblable cause. 

Le gouvernement a puUiéles Confites généraux de CadminiHration 
de la justice criminelle y pour les neuf années écoulées depuis i8!i5 
jusqu'à i833; c'est dans ce recueil authentique, et présenté avec un 
soin remarquable, que j'ai puisé tous les documents dont j'ai fiiit 
usage. Le nombre des procès jugés annuellement par les coure d'afr- 
sises du royaume a été d'à peu près 5ooo , et celui des accoséB d'envi- 
ron 7000* Depuis iSaS jusqu'à i83o inclusivement, la législalion 
criminelle n'a pas changé, et les oondananaiiooa par les jurys ont 
été prononcées à la majorité d'au moins sept voix contre cinq, sauf 
l'intervention de la cour dans les cas de cette plus petite majorité. 
En i85i , cette intervention a été supprimée, et l'on a exigé la ma- 
jorité d'au moins huit voix contre quatre, ce qui a dû rendre les 
acquittements plus fréquents. Le rapport de leur nombre à celui 
des accusés, pendant les six premières années, s'est trouvé ^al à 0,39, 
en négligeant les millièmes : une seule année il s'est abaissé à o,38, 
et une autre année , il s'est élevé à 0,40; d'ottil résulte que dam cette 
période, il n'a varié d'une année à UM antns, que d'un omstiàfliede 
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part et d'autre de sa valeur moyenne. On peut donc prendre o^Sg 
pour la valeur de ce rapport, et 0,61 pour le rapport du nombre des 
condamnations à celui des accusés, sous Tempire de la législation 
antérieure à i83i. A cette même époque, le rapport du nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minîma de sept voix contre 
cinq , au nombre total des'accusés , a été 0,07 , et il a aussi très peu varié 
d'une année à une autre. En retranchant cette fraction de 0,61 , il 
reste o,54 pour la proportion des condamnations qui ont eu lieu à 
plus de sept voix contre cinq; le rapport du nombre des acquitte- 
ments à celui des accusés aurait donc été 0,46, si l'on eût exigé, 
pour la condamnation, une majorité d'au moins huit voix contre 
quatre; or, c'est effectivement ce qui est arrivé pendant l'année i83i, 
de sorte que la différence entre ce rapport conclu des années précé- 
dentes et celui qui a été observé dans celle-ci, est à peine d'un 
demi-millième. 

En i833, en conservant la même majorité minima qu'en i83f , 
la loi a prescrit la question des circonstances atténuantes j entraî- 
nant, dans le cas de l'affirmative ^ une diminution de pénalité; 
l'effet de cette mesure a dû être de rendre plus faciles les con- 
damnations par les jurys; mais dans quelle proportion? C'est ce 
que l'expérience seule pouvait nous apprendre , et qu'on ne pouvait 
pas calculer d'avance , comme l'augmentation du nombre xies acquit^- 
tements, qui avait eu lieu par un changement dans la plus petite 
majorité. L'expérience a fait voir qu'en i85a, la proportion des 
acquittements s'est abaissée à 0,4 1 ; elle est restée la même , à un 
millième près, dans l'année i833, pour laquelle la législation n'a 
pas changé : le rapport du nombre des condamnations k celui des 

accusés , avant , pendant et après 1 83 1 , a donc été successivement 
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-4-, -^j de manière qu'après avoir diminué de 0,7, par l'effet d'une 
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voix de plus exigée dans la majorité , il a augmenté seulement de o,5, 
par l'influence de la question des circonstances atténuantes sur l'esprit 
des jurés (*). 



<♦) Dans le compte de l^dministration de la justice criminelle pour l'année i834. 
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Pendant ces deux années i832k et i833, le nombre des procès po- 
litiques, soumis aux cours d'assises^ a été considérable; on l'a retran- 
ché du nombre total des procès criminels, dans révaluation qui a 
donné 0,4 ' pour la proportion des acquittements; en y ayant égard, 
on trouve que cette proportion s'élèverait à o,43 ; ce qui montre déjà 
l'influence du genre des affaires sur le nombre des acquittements pro- 
noncés par les jurys. Cette influence est rendue tout4i-fait évidente 
dans les Comptes généraux : les procès criminels y sont classés en 
deux divisions principales; ceux qui ont pour objet des vols ou 
autres attentats contre les propriétés; ceux qui se rapportent aux 
attentats contre les personnes, et dont le nombre est environ le 
tiers de celui des premiers, ou le quart du nombre total des af- 
faires. Depuis i8:i5 jusqu'à i83o, le rapport du nombre des ac- 
quittements à celui des accusés n'a été que 0,34 dans la première 
division, et dans la seconde, il s'est élevé à 0,5^, c'est-à-dire que 



que le gouyernement vient de publier, oq trouve que pendant cette année, où la 
législation a été la même que pour les deux années précédentes , le rapport du 
nombre des condamnés à celui des accusés, s'est élevé à 0,60; de sorte qu*il a 
seulement excédé d'un centième celui qui avait eu lieu eu i832 et i833. Le gou- 
vernement de la Belgique, à l'instar de celui de notre pays, a aussi publié le 
Compte général de Vadministraiion de la justice criminelle dans ce royaume. Le 
jury ayant été rétabli vei*8 le milieu de i83i, et la majorité nécessaire pour la 
condamnation étant d'au moins sept voix contre cinq, le rapport du nombre des 
acquittements à celui des accusés a été 0,41» o,4o, 0,39, pour les années i83ay 
i833, 1834» et, ce qui est remarquable, sa valeur moyenne o^4^t ^*^ différé que 
d'un centième de ce qu'elle était en France à la même majorité. Avant le rétablisse- 
ment du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cinq juges; 
et les condamnations pouvaient être prononcées à la simple majorité de trois voix 
contre deux : le rapport du nombre de» acquittements à celui des accusés > variait 
aussi très peu d'une année à une autre ; mais il s'élevait seulement à environ 0,17, 
ou à moins de moitié de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette diffé- 
rence de plus du simple au double, entre les proportions des acquittements^ ne 
tient pas seulement aux nombres cinq et douze, des juges et des jurés, ni aux ma- 
jorités minimay trois contre deux et sept contre cinq ; elle suppose aussi, comme on 
le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pour les condamnations, une 
probabilité notablement moindre que les jurés, quelle que soit, d'ailleurs,. U 
chance d'erreur pour les uns et pour les autres. 
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le nombre des acquittements a même surpasse de 0^04^ celui des 
Goodam nations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rapports 
ont varié seulement de 0,02^ tout au plus, dé part et d'autre de ces 
fractions 0,34 et 0,62. Il faut aussi remarquer que le nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre 
cinq, n'a été que o^oS du nombre des accuses de crimes contre les pro- 
priétés , et qu'il s'est élevé à o,t i, dans le cas des accusés de crimes 
contre les personnes; en sorte que non-seulement les condamna- 
tions ont été pi^oportionnelienient plus nombreuses dans le premier 
casque daos le second, mais elles ont aussi eu lieu, en général, à de 
plus fortes majoritéis. Ces différences peuvent tenir en partie à une 
moindre sévérité des jurés, quand il s'agit des attentats contre les 
personnes, que dans le cas des attentats contre les propriétés, 
qu'ils jugent sans doute plus dangereux pour la société , parce que ces 
crimes sont les plus fréquents. Mais une manière différente de ju- 
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande 
inégalité dans la proportion des acquittements que l'expérience a 
fait connaître; et le calcul montre qu'elle provient aussi d'une plus 
grande présomption de la culpabilité, résultant de l'information 
antérieure au jugement, à l'égard des accusés de vols que relati- 
vement aux autres accusés. 

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d'autres rapports 
que les grands nombres ont rendus à peu près invariables, mais dont je 
n'ai point eu h faire usage. Ainsi, par exemple, depuis i8a6, époque 
où l'on a commencé à indiquer le sexe des prévenus, jusqu'à i833, 
le rapport du nombre des femmes mises en jugement au nombre total 
des accusés , a été annuellement o, 1 8 à peu près : une seule fois il 
s'est élevé à prèsdeo,ao, et une seule fois il est descendu à 0,16. Il est 
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des 
attentats contre les personnes ; la proportion des acquittements est 
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et 
s'élevait pour elles à près de o,45, lorsque sa valeur n'était que 0,^9 
pour les accusés des deux sexes. 

Mais la constance de ces diverses proportions , qui s'observe chaque 
année dans la France entière, n'a plus lieu lorsque l'on considère les 
cours d'assises isolément. La proportion des acquittements varie nota-» 
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blemeDt d'une année à une autre, pour un même département et sous 
une même législation ; ce qui montre que dans le ressort d'une cour 
d'assises , le nombre annuel des procès criminels n'est point assez 
grand pour que les irrégularités des yotes des jurés se balancent , et 
que le rapport du nombre des acquitrements à celui des accusés par- 
vienne à la permanence. Ce rapport varie encore plus d'un départe- 
ment à un autre, et le nombre des procès dans chaque ressort de cour 
d'assises n'est pas non pins assez considérable pour qu'on puisse dé- 
cider, avec une j[>robabilité suffisante, quelles sont les parties de la 
France où les jurys ont plus ou moins de tendance à la sévérité. Il n'y 
a guère que le département de la Seine où les procès criminels sont 
assez nombreux pour que le rapport qui s'observe entre les nombres 
des acquittements et des accusés ne soit pas très variable , et puisse 
être comparé à celui qui a lieu dans la France entière. Le nombre des 
individus traduits chaque année devant la cour d'assises de Paris est 
d'environ 800, ou à peu près le neuvième du nombre correspondant 
pour tout le royaume. Depuis i8a5 jusqu'à i83o, la proportion des 
acquittements a varié entre o,33 et 0,40, et sa valeur moyenne n'a été 
que 0,35, tandis qu'elle s'élevait à 0,89, ou à 0,04 de plus, pour la 
France entièm. Quant au rapport du nombre des condamnations pro- 
noncées à la majorité minima de sept voix contre cinq, au nombre 
des accusés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, et s'est seule- 
ment élevé à o,o65 , au lieu de 0,07 qu'il était pour toute la France , 
sans distinction de l'espèce de crimes. 

Telles sont les données que l'expérience a fournies jusqu'à présent 
sur les jugements des cours d'assises. Maintenant, l'objet précis de la 
théorie est de calculer, pour des jurys composés d'u;i nombre déter- 
miné de personnes, jugeant à une majorité aussi déterminée, et pour 
un très grand nombre d'affaires , la proportion des acquittements et 
des condamnations qui aura lieu très probablement, et la chance d'er- 
reur d'un jugement pris au hasard parmi ceux qui ont été ou qui se- 
ront rendus par ces jurys. Déterminer la chance d'erreur d'un jugement 
de condamnation ou d'acquittement prononcé dans un procès connu et 
isolé , serait impossible selon moi , à moins de fonder le calcul sur des 
suppositions tout-à-fiiit précaires, qui conduiraient à des résultats très 
différents, et, à peu près , à ceux que l'on voudrait, suivant ces hy- 
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I^Mhèses que l^on aurait adoptées. Mais pour la garan-tie de la société , 
et celle «fue Ton doit aux accusés , ce s'est pas cette chance relative à 
un jugement particulier -qu'il importe le plus de connaître; c'est celle 
qui se rapporte à l'ensemble des procès soumis aux cours d'assises dans 
une ou plusieurs années, et qui se conclut de l'obseryation et du cal- 
cul. La probabilité de l'erreur d'un jugement quelconque de condam- 
nation f multipliée par la chance qu il aura lieu , est la mesure véri- 
j table du danger auquel la société expose les accusés non coupables; le 
\ produit delà chance d'erreur d'un acquittement , et ^e la probabilité 
\ qu'il sera prononcé , mesure de même le danger que court la société 
\ elle-même, et qu'elle d<»t également connaître, puisque c'est la gran*- 
tieur de ce danger qui peut seule justifier l'éventualité d'une injuste 
condamnation. Dans cette importante question d'humanité et d'ordre 
public, rien ne pourrait remplacer les formules analytiques qui ex- 
priaient ces diverses probabilités. Sans leur secours, sll s'agissait de 
changer le nombre des jurés , ou de comparer deux pajs où il îiit diflCé* 
reat, comment saurait-on qu'un jury composé de douze personnes, et 
jugeant à la majorité de huit voix au moins contre quatre, offre plus 
ou moins de garantie aux accusés et à la société qu'un autre jury com- 
posé de neuf personnes, par exemple , pris sur la même liste qu'aux 
paravaut , et jugeant à telle ou telle majorité? Comment déctderait-on 
si la combinaison qui existait en France avant i65i , d'une majorité 
d'au moins sept voix contre cinq, avec l'intervention <ies juges dans 
le cas du minimum j est plus avantageuse ou moins favorable que 
ceUequi a lieu aujourd'hui, de la même majorité avec l'influence de 
la question des circonstances atténuantes ? ce qu'au reste on ne peut 
pas savoir, quaqtà présent, faute des données de l'observation rela- 
tives à l'époque actuelle. 

Les formules dont on vient de définir l'objet, et que l'on trouvera 
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothèse, des lois 
générales et connues du calcul des probabilités. Elles renferment deux 
<|nantités spéciales qui dépendent de l'état moral du pays, du mode de 
procédure criminelle en usage , et de lliabileté des magistrats chargés 
|de la diriger. L'une exprime la probabilité qu'un juré pi*is au hasard 
aor la liste du ressort d'une conr d'i^ises, ne se trompera pas dans son 
vote; l'autre eat la proimbililé, avant l'ouverture des débals, que l'ac- 
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cmé 80Ît coupaUe. Ce sonl le» deux éléments essentiels de la question j 
des jugements criminels; leurs valeurs numériques doivent être con- ; 
dues des données de lexpérience, de même que les constantes con- . 
tenues dans les formules de l'astronomie , sont déduites de l'observa- 1 
tion; et la solution entière du problème que Ton s'est proposé dans 
ces recherches exigeait le concours de la théorie et de l'expérience. 
Les données de l'observation dont j'ai fait usage , au nombre de deux , 
comme celui des éléments à déterminer^ sont le nombre de condam- 
nés à la majorité d'au moins sept voix contre cinq, et dans ce nom- 
bre celui des condamnés h cette majorité minimal divisés l'un et 
l'autre par le nombre total des accuses. Ces rapports étant très dif- 
férents pour les crimes contre les personnes et pour les attentats contre 
les propriétés 9 j'ai considéré ces deux cas séparément. Us ne sont pas 
non plus les mêmes dans tous les départements ; mais la nécessité de 
les déduire de très grands nombres, m'a forcé de réunir, pour chacun 
des deux geni*es' de crimes, les jugements de toutes les cours d'assises 
du royaume; les valeurs que j'en ai ensuite conclues pour les deux 
éléments dont il s'agit, ne sont donc qu'approchées, et supposent que 
ces éléments ne varient pas beaucoup d'un département à un autre. 
Mais la loi nouvelle en rétablissant la majorité d^an moins sept voix 
contre cinq, suffisante pour la condamnation, a prescrit aux jurys de 
faire connalti^e si elle a été prononcée à cette plus petite majorité; on 
connaîtra donc^ par la suite, dans chaque département, des nombres 
de condamnations, soit à la majorité minima, soit â une majorité 
quelconque, assez considérables pour servir à la détermination de 
nos deux éléments; et Ton saura de cette manière, si la chance d'erreur 
des jurés varie notablement avec les localités. Déjà, pour le dépar- 
tement de la Seine isolément, le calcul montre que cette chance est un 
peu moindre que pour le reste de la France. 

Voici actuellement les principaux résultats numériques que Ton 
trouvera dans cet ouvrage , et dont il m'a paru utile de pr^nter ici 
un résumé. 

Avant i83i , et pour la France entière, la probabilité qu'un juré ne 

se tromperait pas dans son vote était un peu supérieure à x^ dans le 

cas des crimes contre les personnes, et à très peu près ëgale à — dans 
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le cas des crimes contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de 

crimes, cette chance était très peu inférieure a -: , toujours pour tout le 

royaume, et un peu supérieure à cette fraction pour le département 
de la Seine en particulier. En même temps, l'autre élément des ju- 
gements criminels, c'est-à-dire la probabilité avant le jugement, de 

la culpabilité de l'accusé, ne surpassait pas beaucoup ~ et se trouvait 

comprise entre o,53 et 0,54? pour la France entière et dans le cas des 

crimescontreles personnes: elle surpassait un peu ^, dans le cas des cri-* 

mes contre les propriétés ; sans distinction de l'espèce de crimes , elle 
était à peu près égale à 0,64 > et s'élevait à environ 0,68 dans le res- 
sort de la cour d'assises de Paris. En retranchant de l'unité ces diverses 
fractions, on aura les probabilités qui leur correspondejit de l'er- 
reur d'un juré et de l'erreur de l'accusation. On peut remarquer que la 
probabilité antérieure au j ugement, de la culpabilité de l'accusé, surpasse 
toujours le rapport du nombre des condamnations à celui des accusés ; 
ainsi, par exemple, dans le cas où cette probabilité était la plus petite et 

excédait - de trois ou quatre centièmes seulement , ce rapport^ comme 

on l'a dit plus haut, était au-dessous de - d'environ deux centièmes. Ce 

résultat est général ; et les formules de probabilités font voir qu'il a 
toujours lieu, quelles que soient lliabileté des magistrats, la chance 
de l'erreur d'un juré, la majorité exigée pour la condamnation. Il 
faut aussi observer que cette probabilité antérieure au jugement, de la 
culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu'ils sont 
condamnables par les jurys, d'après leur manière de juger, c'est-à-dire 
d'après le degré inconnu de probabilité qu'ils exigent pour la con- 
damnation , et qu'elle est sans doute inférieure à la probabilité qu'un 
accusé soit réellement coupable , résultant de l'information prélimi- 
naire. Personne, en effet, n'hésiterait à parier beaucoup plus d'un 
contre un, par exemple, qu'un individu est coupable, quand il est 
traduit à la cour d'assises pour un crime contre les personnes , quoi > 
que la probabilité antérieure au jugement, que l'on a trouvée pour ce 
genre de crimes, surpasse fort peu la fraction {. 
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En i85i»laniajorité suffisante pour la condamnation asenle été chan- 
gée, et les deo^ éléments que nous considérons ont dû rester les mêmes. 
Dans les années suivantes, la question des circonstances atténuantes a 
sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seu- 
lement , pour i85a et i835, le rapport du nombre total des condam- 
nations à celui des accusés , cette donnée ne suffit pas k la détermi- 
nation de nos deux éléments , et nous ignorons si , à cette époque , 
la chance qu'un juré ne se trompait pas, était devenue plus grande ou 
moindre qu'auparavant : nous ne pourrions le savoir qu'en faisant 
sur l'autre élément une hypothèse qui risquerait de s'écarter beau- 
coup de la vérité. Nous ignorons également si cette chance de ne 
pas se tromper ne changera pas encore sous la législation actuelle, 
à raison du vote secret (^) imposé aux jurés. Quand elle aura pu 
être déterminée, ainsi que la chance de la culpabilité résultant de 
l'information antérieure au jugement, au moyen d'un nombre suf- 
fisant d'observations futures, on connaîtra aussi, enJ||pétant ces 
calculs à des époques plus ou moins éloigkiées, si ces tltox éléments 
varient en France progressivement dans un sens ou dans un autre ; 
ce qui fournira un important document sur l'état moral de notre 
pays. 

Malgré une plus grande expérience des procès criminels que les 



{*) Les jurés ne pouvant plus revenir sur leurs décisions, dès qu'elles auront été 
prises au scraiio secret, il y a un cas singulier qui pourra se présenter quelque- 
fois, et qu'il est bon de signaler. Deux individus que j'appellerai Pierre et Paul^ 
sont accusés d'un vol ; à la question si Pierre est coupable de ce vol, quatre jurés 
répondent oui^ trois autres mii , les cinq autres non : Taccusé est déclaré coupable 
à la majorité de sept voix contre cinq; à la question, si Paul est coupable du 
même vol, les quatre premiers jurés répondent oui, les trois antres qui avaient dit 
OUI contre Pierre disent non contre Paul , les cinq derniers répondent oui; Pierre 
est donc déclaré coupable à l^majorité de neuf voix contre trois. On pose ensuite 
la question, si le vol a été commis fdir plusieurs , qui entraine, dans le cas de 
l'affirmative, une plus forte pénalité. Gonséquemmentà leurs votes précédents, les 
quatre premiers jurés répondent oui, et les huit antres qui ont jugé, ou Pierre ou 
Paul innocent, répondent non, La décision du jury, sans qu'il y ait aucune contra- 
diction dans les votes des jurés, est donc que les deux accusés sont coupables du 
vol I et en mftme temps que ce vol n'a pas été commis ftit plusieurs. 
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jttg^s ont sans doute, leur chance de ne pas se tromper dans leur vote 
parait cependant peu différente de celle des jurés. En effet , le cas oii 
la minorité du jury , pour la condamnation, ne s'est formé qn a sept 
voix contre cinq s'est présenté 191 1 fois dans la France entière, de- 
puis 1826 jusqu'à i85o; les cours d'assises, composées alors de cinq 
juges, et appelées, dans ce cas, à intervenir, se sont réunies 5i4 fois à la 
miaorité du jury ; or, le calcul montre qu'elles auraient dû s'y joindre 
environ 382 fois, en supposant la probabilité de ne pas se tromper égale 
pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 5 14 et 282 
ne soient pas assez considérables pour qu'on puisse décider, avec une 
très grande probabilité , à quel point cette hypothèse s'écarte de la 
vérité, leur peu de différence est une raison de penser qu'il doit aussi 
en exister très peu entre les chances d'erreur des juges et des jurés ; 
en sorte que pour les jurés, cette chance ne provient pas, comme on 
pourrait le croire, de leur défaut d'habitude. 

Toutes cltoes d'ailleurs égales , il est évident que la proportion des 
condamnationi diminuerait à mesure que l'on exigerait du jury une 
plus grande majorité. S'il fallait, comme en Angleterre , l'unanimité 
des douze jurés, soit pour condamner, soit pour absoudre, et que 
l'on prit pour les valeurs des deux éléments de la justice criminelle, 
celles qui se rapportent à la France entière , sans distinction de l'espèce 
des crimes , la probabilité d'une condamnation différerait peu d'un 
cinquantième, et celle d'un acquittement serait à peu près moitié 
moindre; ce qui rendrait les décisions très difficiles, à moins qu'il 
n'y eût le plus souvent une sorte d'arrangement entre les jurés, et 
qu'une partie d'entre eux ne fit le sacrifice de son opinion. On voit 
même que sans cela, les acquittements unanimes seraient ^us difficiles 
et plus rares que les condamnations, dans le rapport de deux à un. Ce 
ne serait que dans un nombre de 22 affaires prises au hasard , que 
Ton pourrait parier un contre un, qu'il y aurait un jugement de 
condamnation ou d'acquittement, prononce à l'unanimité (^). 

Après le jugement, la probabilité que l'accusé soit coupable est 
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(*) D'après des documents publies en Angleterre, et qui paraissent dignes de 
foi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s'est continuel- 
lement accru dans ces derniers temps, et le rapport du nombre des condamnations à 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS, 



2S 



beaucoup plus grande ou beaucoup moindre qu'auparavant, selon 
que l'accuse a été condamné ou acquitté ; les formules de cet ouvrage 
en donnent la Taleur, dès que les deux éléments qu'elles renferiAent 
ont été déterminés par l'observation^ et d'après la majorité à laquelle 
le jugement a été prononcé. Si la majorité nécessaire pour la con- 



oeloides accusés, a aussi augmeoté d'une manière progressive (i). Voici des résultats 
exirmils de ces documents, et que l'on pourra comparer à ce qui a lieu dans notre 
pays. Les nombres saiyants se rapportent seulement à l'Angleterre et au pays de 
Galles. Ils répondent à trois périodes de ciiacune sept années, finissant en 1818, 
1825^ i832. 
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Pendant la période de sept années qui a fini en 181 7, le nombre des accusés ne 
s'était pas élevé toQt«à->fait à 35ooo, et la proportion des condamnations avait été 
au peu au-dessous de 0,60. Dans la seule année 1882, la dernière de ces périodes^ 
le nombre des accusés est parvenu à 20829, ^^^^ ^4947» ^u à peu près les trois 
quarts, ont été condamnés. J'ignore si ce nombre a augmenté ou diminué dans les 
années suivantes. La proportion des peines les plus faibles est peu différente en An- 
gleterre et en France. On voit par le taUeaa ci -dessus qu'en Angleterre, le 
nombre des peines d'empruonnement est à peu près les deux tiers du nombre 
total des condamnations; pendant les années i832 et i833, le premier nombre a 
surpassé en France la moitié du second . Ce tableau montre, en outre, que dans la der- 
nière période septénaire, où il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort 
exécutées, s'est élevé, terme mojen, à €0 chaque année; maintenant, 3 est moitié 
motndre en Fianee, et ne dépasae pas 3o annuettemenl. 

(*) T^Us ofùké reveime, pap^Utwn, etc., qf ihe umted iù^fiom; eampUedJrom ^ffkUl retumsj 
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damnation est celle d'au moins hait voix contre qnatre, la probabilité 
qa'un condamné est coupable surpasse un peu la fraction 0,98 9 dans 
le CAS des crimes contre les personnes, et la fraction 0,998, dans le 
cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit à un peu moins de 
deux centièmes et de deux millièmes , les chances d'erreur d'une con- 
damnation prononcée dans l'un et l'autre cas. En ayant égard à la 
probabilité de n'être point acquitté , il s'ensuit que la chance d'une 
condamnation erronée est à peu près un cent cinquantième pour un 
accusé de crime contre les personnes, et seulement quatre^ millièmes ^^ 
pour un accusé de crime contre les propriétés. On trouve, en mèn^e 
temps, à très peu près 0,72 et 0,82 pour les probabilités ^e Tinno* 
cence d'un accusé dans ces deux cas , lorsqu'il a été acquitté ; et en 
tenant compte de la probabilité de n'être pas condamné, on trouve 
aussi, pour la chance qu'un accusé coupable sera acquitté, à peu 
près o, 1 8 dans le premier cas , et 0,07 dans le second ; en sorte que 
sur un très grand nombre d'individus acquittés, il y en a plus d'un 
sixième, d'une part, et environ un quatorzième de l'autre part qui 
auraient dû être condamnés. 

* 

Dans les sept années écoulées depuis i8a5 jusqu'à i85i , le nombre 
des condamnés à cette majorité d'au moins huit voix contre quatre 
dans la France entière , a été de près de 6000 pour des crimes contre 
les personnes, et d'environ 22,000 pour des crimes contre les pro- 
priétés; d'après les chances d'une condamnation erronée, que l'on 
vient de citer, il y a donc lieu de croire qu'environ 40 et 38 de ces 
individus n'étaient pas coupables; ce qui ferait 18 annuellement. En 
même temps, le nombre des individus acquittés et coupables a dû 
être yingt fois aussi grand, ou égal à environ 36o chaque année, sur 
le nombre total des accusés qui n'ont pas été condamnés. Mais on ne 
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons à ce mot coupable, 
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre 18 
n'est qu'une limite supérieure de celui des condamnés réellen)iept in- 
nocents , tandis que 36o est , au contraire , une limite inférieure du 
nombre des individus acquittés quoiqu'ils ne fussent point innocents. Ces 
résultats du calcul, loin de nuire au respect que l'on doit à la chose j ugée, 
et de diminuer la confiance dans les décisions des jurys, sont pro- 
pres, au contraire, à empêcher toute espèce d'exagération de Terreur 
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à craindre dans les condamnations. A la vérité, ils ne sont pas de 
nature à pouvoir se vérifier par lexpérience; mais ces résultats 
ont cela de commun avec beaucoup d'autres applications des ma- 
thématiques f qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification , 
et dont la certitude repose uniquement , comme ici , sur la rigueur 
des démonstrations, et sur l'exactitude des données de l'obser- 
va lion. 

Dans les années qui ont précédé i83t, et pour la France entière, la 
probabilité de l'erreur d'une condamnation prononcée à la majorité 
minima de sept voix contre cinq était à très peu près o^i6ouo,o4» 
selon qu'il s'agissait d'un crime contre les personnes ou d'un crime 
contre les propriétés; sans distinction de l'espèce de crime , elle avait 
pour valeur 0,06. D'après la formule de Laplace, cette chance 
d'erreur serait la même dans tous les cas , et à peu près quintuple 
de 0|06. Mais il faut, en outre, observer que l'intervention de la cour 
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette 
chance d'erreur 0,06 se trouvait réduite à un peu moins d'un cen- 
tième, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que 
sur 1697 condamnations qui ont eu lieu de cette manière, dans les 
cinq années écoulées depuis i8a6 jusqu'à i83o, on peut croire qu'en- 
viron 1 5 ou 16 étaient erronées , en ce sens que les accusés n'étaient 
pas condamnables, mais non pas qu'ils fussent innocents. 

Le caractère distinctif de cette nouvelle théorie de la probabilité 
des jugements criminels étant donc de déterminer d'abord , d'après 
les données de l'observation dans un très grand nombre d'affaires de 
même nature, la chance d'erreur du vote des juges, et celle de la , 
culpabilité des accusés avant l'ouverture des débats, elle doit con- 
venir à toutes les espèces nombreuses de jugements : à ceux de la 
police correctionnelle , de la justice militaire, de la justice en matière 
civile, pourvu que l'on ait, dans chaque espèce, les données suflS- 
santes pour la détermination de ces deux éléments. Elle doit aussi ^ 
s'appliquer aux jugements qui ont été rendus en très grand nombre 
par des tribunaux extraordinaires , pendant les temps malheureux de 
la révolution ; mais , à cet égard , il est nécessaire d'entrer dans quel- 
ques explications , afin qu'il ne reste aucun doute sur la généralité et 
l'exactitude de la théorie. La difficulté que ce cas d'exception présente 
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n a point échappé k des personnes qui voulaient bien écouter avec in- 
térêt ]es résultats de mon travail. 

Un accusé peut être condamné , ou parce qu'il est coupable, et que 
^^* j^gcs ne se trompent pas, ou parce qu'il est innocent, et que les 
juges se trompent. Le rapport du nombre des condamnations à celui 
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que 

I accusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans 
son vote, se changent Tune et l'autre dans leurs compléments k l'unité. 

II demeure le même, par exemple, quand ces deux probabilités sont | 
et I, et quand elles ne sont que y et ^. Il a aussi une même valeur, 
lorsqu'elles difierent toutes deux très peu de la certitude, ou de l'u- 
nité^ et lorsqu'elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas 
extrêmes, le nombre des condamnations s'écarte très peu du nombre 
des accusations. Par cette raison, les équations qu'il faut résoudre pour 
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux radnes 
réelles et inverses l'une de l'autre. Toutefois, chacune de ces deux so- 
lutions a un caractère qui la distingue : en adoptant l'une, la probabi- 
lité qu'un condamné est coupable , sera plus grande que celle de son 
innocence ; le contraire aura lieu en adoptant l'autre. Dans les cas ordi- 
naires, c'est donc la première solution qu'on doit choisir; car il ne se- 
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fussent généralement 
injustes, ou qu'ils jugeassent le plus souvent au rebours du bon sens. 
Mais il n'en est plus de même quand les jugements sont prononcés sous 
Tinfluence des passions ; ce n'est plus la racine raisonnable des équa« 
tions, c'est l'autre solution qu'il faut employer, et qui donne aux con- 
damnations une si grande probabilité d'injustice. La grande propor- 
tion des jugements de condamnation, prononcés par les tribunaux 
révolutionnaires, n'est donc pas une preuve suffisante de Ja culpabilité 
légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette 
proportion, celle des condamnés qui étaient coupables Ou non coupables, 
selon les lois de cette époque, que ces tribunaux étaient chargés d'ap- 
pliquer. Il faut toujours faire attention que, dans cette théorie, 
riniquité du juge et la passion de l'accusateur sont considérées comme 
des chances d'erreurs, aussi bien qu'une trop grande pitié ou un excès 
d'indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels 
que soient les motifs qui les ont dictés. 
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Dans les tribananx de police correctionnelle , le rapport da nombre 
des condamnés à celui des accuser a été compris entre 0,86 et o,85, 
d'après la moyenne de neuf années consécutives et pour la France en- ^ 
tière; mais cette donnée ne suffit pas pour déterminer la probabilité, { 
avant le jugement, de la culpabilité de l'accusé, et la probabilité ; 
qu'un juge de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup- 
posant les jugements prononcés par trois juges, ce qui parait aroîr 
lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportion 
les condamnations ont eu lieu à l'unanimité , ou à la simple majorité 
de deux voix conti^ une ; proportion qui ne nous est pas donnée par ^ 
l'observation, et à laquelle on ne pourrait suppléer o^ par quelque 
bypotfaèse gratuite. 

On manque aussi des deux données nécessaires pour déterminer, 
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales des deux élé- 
ments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de 
guerre se composent de sept juges ; les condamnations ne peuvent être 
prononcées qu'à la majorité d'au moins cinq voix contre deux; on 
évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; mais on 
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit li l'unanimité, soit à 
une simple majorité; et faute de cette donnée de l'observation, on ne 
peut pas comparer, avec précision, la justice militaire à celle des 
cours d'assises, sous le rapport de la chance d'erreur des jugements de 
condamnation et d'acquittement ; ce qu'il serait cependant très inté* 
ressaut de pouvoir faire. 

Lorsqu'il s*agit de jugements en matière civile, les formules de 
probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n'en contiennent plus 
qu'une, celle qui exprime la chance qu'un juge ne se trompera pas 
dans son vote. Les jugements des tribunaux de première instance sont 
rendus par trois juges, en général, selon le renseignement qui m'a 
été donné; mais on ne connaît pas le rapport du nombre de cas où ils 
prononcent à l'unanimité, au nombre de cas où ils ne décident qu'à la 
simple majorité de deux voix contre une; ce qui rend impossible de 
déterminer directement la chance d'erreur de leurs votes. Pour les ju- 
gements dont il est fait a]^l devant les cours royales , on peut cal- 
culer cette chance , en comparant le nombre de ceux qui sont confir- 
més au nombre de ceux qui fte le sont pas , et supposant que cette 
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chance d'errear soit la même pour les juges des deux tribunaux suc* 
cessifs. Quoique cette hypothèse s écarte peut-être beaucoup de la vé- 
rité^ je Tai admise cependant , afin de pouvoir donner un exemple du 
calcul de l'erreur à craindre dans les jugements civils. La vérité ou le 
bon droit résulterait de la décision^ nécessairement unanime^ de juges 
qui n'auraient aucune chance de se tromper; dans chaque affaire ce bon 
droit absolu est une chose inconnue : néanmoins , on entend par des 
votes et des jugements erronés , ceux qui lui sont contraires; et la 
question consiste à déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les 
proportions suivant lesquelles ils auraient lieu , à très peu près et très 
probablement, dans des nombres de cas suffisamment grands. 

On trouve Vins le Compte général de V administration de la justice 
civile^ publié par le gouvernement, le nombre des jugements de pre- 
mière instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des 
jugements qu'elles ont cassés, pendant les trois derniers mois de j83i, 
et les années i83â et i833. Le rapport du premier de ces deux nom- 
bres à leur somme, est à très peu près égal^à 0,68, pour la France en- 
tière ; il n'a pas varié d'une année à une autre d'un 70* de sa valeur ; 
en sorte que malgré la diversité des affaires qui ont dû se présenter, 
et, sans doute aussi, l'inégale instruction des magistrats de tout le 
royaume, il a suffi cependant d'environ 8000 arrêts prononcés annuel- 
lement, pour que le rapport dont il s'agit atteignit presque une valeur 
eonstante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la 
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale 
de Paris, ce rapport a été sensiblement plus grand et s'est élevé à envi- 
ron 0,76. 

En employant la valeur relative à la France entière, et prenant le 
. nombre sept pour celui des conseillers de chaque cour royale , qui 
prononcent les arrêts d'appel en matière civile, on trouve un peu plus 
de 0,68, pour la probabilité qu'un de ces conseillers, ou l'un des juges 
de première instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trom- 
pera ou ne s'est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au 
hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux deux degrés 
de juridictions. Il est possible, d'ailleurs, que cette probabilité soit dif- 
férente dans les affaires j ugées en première instance et dont les parties 
n'ont point appelé. D'après cette fraction 0,68, on trouve, en néglî- 
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géant les millièmes, 0,76, poarla probabilité de la bonté d'un juge- 
ment de première instance 3 o^gS, pour celle de la bonté d'un arrêt de 
cour d'appel, quand il est conforme au jugement de première instance; 
0,64, pour cette probabilité, lorsque l'arrêt est contraire au juge- 
ment; enfin, 0,75, pour la probabilité qu'un arrêt de cour royale, dont 
on ignore s'il est conforme ou contraire au jugement de première ins-- 
tance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les 
mêmes données que la première. Les probabilités qu'un tribunal de 
première instance et une première cour d'appel, jugeront tous les deux 
bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-*ci mal et le tribunal bien, 
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les 
fractions 0,649 i ^9 ^^^ » <>, 1 1 3 ; o,o35 , dont la somme est l'unité. 

Les questions relatives à la probabilité des jugements, dont on vient 
d'exposer les principes et de faire connaître les résultats, se trouveront 
dans le cinquième et dernier chapitre de cet ouvrage. Les quatre pre- 
miers renferment les règles et les formules générales du calcul des pro- 
babilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis 
de traiter quelques autres questions étrangères a l'objet spécial de ces re- 
cherches, mais que l'application du calcul des probabilités était propre 
à éclairer. On y trouvera aussi la solution d'un problème, qui montre 
comment la majorité d'une assemblée élective peut changer après une 
nouvelle élection, du tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport 
que celle des électeurs, distribués en collèges électoraux, et qui élisent 
a la simple majorité dans chaque collège. 



3o RECHERCHES 



%V>%%<<V»VWVWM»%*' W »' 



%»VWVW»^VtVW»W»»»M<»^%»^%»»WWW»»W»lW»^»»%W»)»W^ vv»*wvw».^vv*\ 



CHAPITRE PREMIER. 



Règles générales des probabilités. 

(i). La probabilité d'un évëaemcnt est la raison que nous avons de 
croire qu'il aura ou qu'il a eu lieu. 

Quoiqu^il s'agisse, dans un cas, d*un &it accompli, et dans l'au- 
tre t d'une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la 
même, lorsque tout est d'ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mêmes 
si différents. Une boule va être tirée d'une urne contenant des nombres 
de boules blanches et de boules noires qui me sont connus, ou bien, 
elle a été tirée de cette urne et l'on m'a caché sa couleur; j'ai évidem- 
ment la même raison de croire que cette boule est blanche dans le 
premier cas, ou qu'elle sera blanche dans le second. 

La probabilité dépendant des connaissances que nous avons sur un 
événement, elle peut être inégale pour un même événement et pour 
diverses personnes. Ainsi, dans l'exemple qu'on vient de citer, si une 
personne sait seulement que Tume renferme des boules blanches et des 
boules noires , et si une autre personne sait, en outre, que les blanches 
y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde per- 
sonne aura plus de raison que la première, de croire à l'arrivée d'une 
boule blanche , ou, autrement dit, l'arrivée d'une boule blanche aura 
une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour la pre- 
mière. 

Delà viennent les jugetnents quelquefois contraires que portent deux 
personnes sur un même événement, lorsqu'elles ont des connaissances 
différentes en ce qui le concerne. Si A et B désignent ces deux personnes, 
et que A sache tout ce qui est connu de B^ et quelque chose de plus, A 
portera le jugement le plus éclairé, et c'est son opinion qu'il sera raisonna- 
ble d'adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de 
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A et de B, quoique cette opinion puisse être fondée sur une probabilité 
moindre que celle qui a motÎTë l'opinion de B, c'est-à-dire, quoique 
A ait moins de raison de croire à sa propre opinion, que B à la sienne. 

Dans le langage ordinaire , les mots chance et probabilité sont à peu 
près synonymes. Le plus souvent nous emploierons indiflFéremment 
Tun et l'autre ; mais lorsqu'il sera nécessaire de mettre une différence 
entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance 
aux événements en eux-mêmes et indépendamment de la connaissance 
que nous en avons, et Ton conservera au mot probabilité sa définition 
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance 
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera re- 
lative à nos connaissances, en ce qui le concerne. 

Par exemple, au jeu de croix et pile , la chance de l'arrivée de croix 
et celle de larrîvée de pih^ résultent de la constitution de la pièce 
que Ton projette; on peut regarder comme physiquement impossible 
que Tune de ces chances soit égale à l'autre; cependant, si la constitu- 
tion du projectile nous est inconnue, et si nous ne l'avons pas déjà 
soumis à des épreuves, la probabilité de l'arrivée de cwix est^ pour 
nous , absolument la même que celle de l'arrivée de pile : nous n'a- 
vons, en effet, aucune raison de croire plutôt à l'un qu'à l'autre de ces 
dçux événements. II n'en est plus de même, quand la pièce a été pro- 
jetée plusieurs lois : la chance propre à chaque face ne change pas 
pisndant les épreuves; mais, pour quelqu'un qui en connaît le résultat, 
la probabilité de l'arrivée future de croix ou de pile j varie avec les 
nombres de fois que ces deux faces se sont déjà présentées. 

(2). La mesure de la probabilité d'un événement, est le rapport du 
nombre de cas favorables à cet événement, au nombre total de cas favo*- 
rables ou contraires, et tous également possibles , ou qui ont tous une 
même chance. 

Cette proposition signifie que quand ce rapport est égal pour deux 
événements, nous avons la même raison de croire à l'arrivée de l'un 
et à celle de Tautre , et que quand il est différent, nous avons plus de 
raison de croire à Tarrivée de Tévénement pour lequel il est le plus 
grand. 

Supposons, par exemple, qu'une urne A renferme quatre boules 
blanches et six boules noires, et qu'une autre urne B contienne dix 
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boules blanches et quinze boules noires; les nombi^es de cas favorables 
à l'arrivée d'une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront 
quatre et dix pour la première urne, dix et vingt-cinq pour la se- 
conde ; et le rapport du premier nombre au second étant 1, c'est-à- 
dire, égal pour les deux urnes, il s'agit d'abord de prouver qu'il y a la 
même probabilité d'extraire une boule blanche de Tune ou de l'antre; 
en sorte que si nous avions un intérêt quelconque à l'arrivée d'une 
boule blanche, nous n'aurions absolument aucune raison de mettre la 
main plutôt dans l'urne A que dans l'urne B. 

En effet, on peut concevoir les vingt-cinq boules que contient 
l'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux 
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d'une manière 
quelconque dans l'intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre 
eux, on peut aussi donner le n"" i aux boules de l'un des groupes, le 
ry" 2 k celles d'un autre groupe, etc. 

Pour extraire nne boule blanche ou noire, de B, la main devra se por* 
ter au hasard sur l'un de ces cinq groupes; mais puisqu'ils sont tous 
semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu'ils 
renferment, il s'ensuit qu'au lieu de choisir au hasard le groupe sur le- 
quel la main se portera, on peut le choisir à volonté, et supposer, pour 
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules n^ 1, sans rien changer 
à la chance d'extraire une boule blanche de l'urne B; or, cela revieot 
évidemment â extraire d'abord de B toutes les boules n"* i , et à les 
mettre dans une autre urne C, d'où l'on tirera ensuite une boule au 
hasard ; la probabilité d'amener une boule blanche est donc indépen- 
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la même 
que s'il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules 
contenues dans l'urne A, en deux groupes de deux blanches et trois 
noires, on verra aussi que la probabilité d'en extraire une boule blan- 
che est la même que si cette urne ne renfermait qu'un seul de ces deux 
groupes. Donc la probabilité d'extraire une boule blanche soit de A, 
soit de B, est la même que pour une troisième urne C^ qui contien- 
drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la même 
pour A et pour B; ce qu'il s'agissait d'abord de prouver. 

Maintenant , je suppose qu'une urne A contienne quatre boules bjaiir 
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blanches et trois noires, et qu'une urne B renferme trois boules blan- 
ches et deux noires; de sorte que le rapport du nombre de cas favo- 
rables à rarrivëe d'une boule blanche, au nombre total des cas égale* 

ment possibles, soit- pour A et ? pour B. La seconde fraction excédant 

la première de ^j il y aura plus de raison de croire qu'une boule 
blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac- 
tions au même dénominateur, elles deviennent» ^^Tkj ^^' ^'^^ 

près A qu'on vient de prouver, la probabilité de l'arrivée d'une boule 
blancBe sera la même pour A et pour une urne C qui contiendrait 
35 bouler, dont ao blanches et i5 noires; elle sera aussi la même 
pour B, et pour une urne D qui renfermerait 35 boules, dont 2 1 blan- 
ches et 14 noires; mais ces urnes C et D contenant l'une et l'autre un 
même nombre ^e boules, et D renfermant plus de boules blanches 
que C, il y a évidemment plus de raison de croire que l'on extraira 
une boule blanche de D que de C; donc aussi, l'arrivée d'une boule 
blanche est plus probaMe pour B que pour A ; ce qui achève de dé- 
montrer la proposition énoncée au commencement de ce numéro. 

De cette mesure de la probabilité, il semble résulter que cette frac- 
tion doit toujours être une quantité commensurable; mais si le nombre 
de tous les cas possibles et celui des cas favorables à un événement , 
sont infinis , la probabilité ou le rapport du second nombre au pre- 
mier, pourra être une quantité incommensurable. Supposons, par 
exemple que s soit l'étendue d'une surfiice plane, et c celle d'une por- 
tion déterminée de ce plan ; si l'on projette une pièce circulaire, dont 
le centre puisse égalennent retomber sur tous les points de ^ , il est évi- 
dent que la probabilité qu'il retombera sur un point de a, sera le rap- 
port de trks, dont les grandeurs peuvent être incommensurables. 

(3). Dans les deux parties de la démonstration précédente, on a pris 
pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé de 
voir que le raisonnement est général et indépendant de ces nombres 
particuliers. On a aussi supposé que l'événement dont on considérait 
la probabilité, était l'extraction d'une boule bbnche, tirée d'une urne 
qui contient des boules blanches et des boules noires, de manière que 
le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables à 
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révënement , et le nombre de boules noires, celui des cas contraires. 
Pour rendre les raisonnements plus faciles à saisir, on peut, en effet, 
substituer toujours une pareille hypothèse à chacpie question d'éven- 
tualité relative a des choses de toute autre nature. Si donc, E est un 
événement d'une espèce quelconque; que l'on représente par a le nombre 
de cas favorables à son arrivée, par h celui des cas contraires, et 
par p la probabilité de £, la mesure ou la valeur numérique de cette 
dernière quantité, sera , d'après ce qu'on vient de démontrer , 



P — 



a + y 



En même temps , si F est l'événement contraire à E , de sorte que , de 
ces' deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme 
Textraction d'une boule blanche ou celle d'une boule noire , dans les 
exemples précédents; et si l'on désigne par q la probabilité de F, on 
aura aussi 

_ à 

puisque les cas contraires à E, dont le nombre est b, sont les cas favo- 
rables à F. Il en résulte 

p + q = 1, 

c est-à-dire, que la somme des probabilités de deux événements con- 
traires, tels qu'on vient de les définir, est toujours égale à l'unité. 

Lorsque nous n'avons pas plus de raison de croire à l'arrivée de £ 
qu'à celle de F, leurs probabilités sont égales, et l'on a conséquem- 
ment p:=:q=s-^. C'est ce qui a lieu»dans le cas d'une pièce que l'on 
projette pour la première fois, et dont la constitution physique nous est 
inconnue; E étant alors l'arrivée de l'une des deux faces, et F celle de 
la face opposée. Au lieu d'un événement qui doit arriver ou ne pas 
arriver , E peut être une chose quelconque dont il s'agit de savoir si 
elle est vraie ou fausse : a est alors le nombre de cas où nous la 
croyons vraie, et b le nombre de cas où nous la jugeons fausse; p ex- 
prime la probabilité de la vérité de E, et q celle de sa fausseté. 

En évaluant dans chaque exemple, soit d'éventualité, soit de doute 
et de critique, les uQmbres de cas- favorables ou contraires à E et F, si 
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Ton a la certitude que ces nombres soient effectivement ae\ b, les 
fractions p etq seront les chances de E et F ; si cette év^uation résulte 
seulement des connaissances que nous avons sur ces deux choses, petq 
ne sont que leurs probabilités, et pourront différer, comme nous l'a- 
vons expliqué, de leurs chances inconnues : il faudra toujours que 
tous ces cas favorables ou contraires, soient égalemeql possibles , soit 
en eux-mêmes, soit d'après ce que nous en savons. 

(4)* La certitude est considérée, dans la théorie des chances, comme 
un cas particulier de la probabilité : c'est le cas où un événement n'a 
aucune chance contraire; elle est représentée dans le calcul par Punité, 
tandis qu'une probabilité quelconque est exprimée par une fraction 
moindre que un, la parfaite perplexité de notre esprit entre deux 
choses contraires, par ^9 et Vimpossibilité par zéro. Cette notion de la 
certitude nous suffit; nous n'avons pas besoin de la définir en elle- 
même , et d'une manière absolue ; ce qui serait d'ailleurs impossible ; 
car la certitude absolue est au nombre de ces choses que l'on ne définit 
pas , et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses 
que l'on appelle certaines ^ il y en a en très petit nombre , qui le sont 
rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes, 
non-seulement certains, mais évidents ; des propositions, comme les 
théorèmes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité, 
ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non 
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par 
de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expé- 
rience journalière, n'ont cependant qu'une très forte probabilité, assez 
grande pour qu'on n'ait pas besoin de la distinguer de la certitude 
complète , soit dans les usages de la vie, soit même dans les sciences 
physiques et dans les sciences historiques. 

Le calcul des probabilités a pour objet de déterminer dans chaque 
question d'éventualité ou de doute, le rapport du nombre des cas fa- 
vorables à l'arrivée d'un événement, ou à la vérité d'une chose, au 
nombre de tous les cas possibles; de sorte que nous puissions connaî- 
tre, d'une manière précise, d après la grandeur de cette fraction plus 
ou moins approchante de l'unité , la raison que nous avons de croire 
que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu ou aura lieu, 
et que nous puissions aussi , sans aucune illusion, comparer cette raison 
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de croire^ dans deux questions de nature toute difiërente. îi est fondé 
sur un petit nombre de règles que nous allons exposer » et qui se démon- 
trent en toute rigueur^ comme on vient d'en voir un exemple, rela- 
tivement à la proposition du n"" 2. Ses principes doivent être regardes 
comme un supplément nécessaire de la logique, puisqu'il y a un si 
grand nombre de questions où Fart de raisonner ne saurait nous con- 
. duire à une entière certitude. Aucune autre partie des mathématiques 
n'est susceptible d'applications plus nombreuses et plus immédiate- 
ment utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage, 
qu elles s'étendent à des questions abstraites et controversées de la 
philosophie générale , dont elles donnent une solution claire et in- 
V contestable. 

(5). Si p et p' sont les probabilités de deux événements £ et E', in- 
dépendants l'un de l'autre , la probabilité de leur concours ou d'un 
événement composé de ces deux-là, aura pour valeur le produit pp'. 

En effet, je suppose que l'événement E soit l'extraction d'une boule 
blanche, d'une urne A qui contient un nombre c de boules, savoir,. 
a boules blanches et c — * a boules noires , et que E' soit l'extraction 
d'uqe boule blanche , d'une autre urne A' contenant (/ boules , dont a' 
blanches et c' — a' noires. D'après ce qui précède , on aura 



a , et 



P^-c^ P-7^ 

pour les probabilités de E et E^ L'événement composé sera l'arrivée 
de deux boules blanches, l'une extraite de A, l'autre de A^ Or, si l'on 
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les 
boules de A pourront arriver avec toutes celles de A'; ce qui donnera 
un nombre cc^ de cas également possibles. Dans ce nombre total , les' 
cas favorables à l'événement composé résulteront des combinaisons 
de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches 
de A' ; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit aaf. Par 
conséquent , la probabilité de l'événement composé aura pour valeur 
(n* a) le rapport de aaf à ce', ou , ce qui est la môme chose , le pro-* 
duit des deux fractions p et p\ 

On verra de même que sip, p'f p'j etc., sont les probabilités d'un 
nombre quelconque d'événements E, E', E'', etc., indépendants les uns 
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des antres, la probabîlitë de leur concours, ou d'an événement composé 
de tous ceux-là, sera le produit pp'p" etc. Cette proposition générale 
peut aussi se déduire du cas particulier d'un événement composé de 
deux autres; car, si le produit de p etp', ou pp', est la probabilité du 
concours de E et E', celle du concours de cet événement composé et 
de E' sera de même le produit de pp' et de p"f ou pp'p", celle du 
concours de ce second événement composé et de E''' sera le produit 
àepp'p" et de p'", on pp'p^'p'", et ainsi de suite. 

Toutes les fractions p, p% p''^ etc., étant moindres que l'unité, du 
moins quand aucun des événements £, E', E", etc. , n'est certain, il 
s'ensuit que la probabilité de l'événement composé est aussi moindre 
que celle de chacun des événements dont il dépend. Elle s'affaiblit de 
plus en plus à mesure que leur nombre augmente; généralement, elle 
tend vers zéro, et serait tout-infait nulle ou infiniment petite, si ce 
nombre devenait infini : il n'y a d'exception que quand la série in- 
finie des probabilités p, p% p^', etc., se compose de termes qui appro- 
chent indéfiniment de l'unité ou de la certitude ; leur produit , dans 
ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur finie, moindre que 
l'unité. Si , par exemple , on désigne par a une quantité positive , 
plus petite que l'unité, ou tout au plus égale à un, et que l'on préhne 

p = a, ;?'=i — a*, p"=i— p |,'"~ , _î!, etc., 

pour les valeurs de p, p', />', ete.; leur produit, ou la probabilité de 
l'événement composé^ sera égal, d'après une formule connue, à 

-sinasT, en désignant, à Fordinaire, par w le rapport de la circonfé- 

rence au diamètre. 

(6). Voici un problème relatif à la probabilité d'un événement com- 
posé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la règle pré- 
cédente. 

Je suppose que l'on ait a retrancher l'un de l'autre deux nombres 
pris au hasard ; on demande la probabilité que la soustraction totale 
s'effectuera sans qu'on ait besoin d'augiroenter le chiffre supérieur dans 
aucune des soustractions partielles* 

Les chiflînes supérieur et inférieur qui se correspondent pouvant 



v- 
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avoir chacun dix valeurs différentes ^ depuis zéro jusqu'àg, il s ensuit 
qu'il y aura cent cas distincts et également posntles dans chaque sous- 
traction partielle. Pour qu'elle se fasse sans augmentation du chiffre 
supérieur^ il faudra que celui-ci surpasse le chiffre inférieur, ou qu'il 
lui soit égal. Or, cela aura lieu dans 55 des loo cas possibles, savoir^ 
dans un seul cas quand le chiffre supérieur sera zéro, dans deux cas 
quand il sera l'unité^ .... dans dix cas lorsqu'il sera le chiffre 9; ce 
qui forme une progression arithmétique de 10 termes, dont la somme 
est Y 10(1 -if- 10), ou 55. La probabilité relative à chaque soustraction 
partielle sera donc le rapport de 55 à 100; par conséquent, la proba- 
bilité que les soustractions partielles s'effectueront toutes à la fois sans 
augmenter le chiffre supérieur, aura (o,55/pour valeur, en désignant 
par i leur nombre , ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs. 

S'il s'agit, par exemple, de retrancher l'une de l'autre les parties 
décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet , on aura 

i = 7, (o,55)' = o,oi5224^. . . .; 

c'est-à-dire une probabilité comprise entre 5^ et gl^. 

On obtiendrait également (o,55)' pour la probabilité d'ajouter l'un 
à l'autre deux nombres de 1 chiffres , sans qu'aucune des additions par- 
tielles donne une unité à retenir. 

(7). Si E, E', E", etc., sont les arrivées successives d'un même évé- 
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p'* etc. se chan- 
gera dans la puissance p^ qui exprimera, par conséquent, la probabi- 
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre d'épreuves, pendant 
lesquelles la probabilité de cet événement demeurera constante et égale 
à p. De même, E et F étant les deux événements contraires dont les proba- 
bilités sont p et 9, de sorte qu'on ait /i -{-9= 1 (n** 5); si ces chances de- 
meurent constantes pendant un nombre m+n d'épreuves, le produit 
^"■ç" sera la* probabilité que E arrivera m fois et F les n autres fois , 
dan» un ordre déterminé; ce qui se déduira de la règle du n"" 5, en 
supposant le nombre des événements E, E', E^", etc., égal à m -f-«, 
et prenant E pour m d'entre eux et F pour les n autres. L'ordre dans 
lequel ces événements E et F devront se succéder n'influe pas sur 
cette probabilité p^q*^ de l'événement composé : elle est la même 
pour que E arrive dans les m premières épreuves , et F dans les n 
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dernières, ou vice versa; on bien encore, lorsque ces événements 
devront être inélés>^d'une manière déterminée. Mais si l'ordre que 
doivent suivre E et F n^est pas donné, et qu'on veuille seulement que 
dans un nombre m-(-/i d'épreuves, E arrive m fois et F arrive n fois , 
dans un ordre qu^^nque , il est évident que la probabilité de cet autre 
événement corapt^é surpassera celle qui répond à chaque ordre dé- 
terminé; elle sera , en effet, un multiple de/Tç*, dont on donnera plus 
loin l'expression générale. 

Lorsque les chances de E et F sont égales, on a p t= ^ = i ; et si Ion 
fait m «4- n ns A&, la probabilité de larrivée, dans un ordre déter- 
miné, de E un nombre m de fois, et F un nombre n de fois, devien- 
dra (|)£ ; en sorte que non-seulement elle ne dépendra pas de l'ordre 
de ces arrivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion , 
et ne dépendra plus que du nombre total jj, des épreuves. Ce cas est 
celui d'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et 
de boules noires, dans laquelle on fait /jl tirages successifs, en re- 
mettant a chaque fois dans l'urne la boule qui en est sortie. La pro- 
babilité d'amener /u boules Manches est égale à celle d'amener m 
boules blanches et n boules noires dans un ordre déterminé. Quand 
ft est un nombre considérable , elles sont Tune et l'autre très petites, 
mais non pas moindres l'une que l'auti^. Avant que les tirages aient 
commencé, on n'aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit 
à l'arrivée d'une suite de boules de la même couleur, soit à l'arrivée 
d'un pareil nombre de boules, les unes blanches et les autres noires , 
dans un ordre que quelqu'un eût assigné arbitrairement. Cependant, 
si nous voyons sortir successivement de l'urne, par exemple, trente 
boules d'une même couleur, et que nous soyons bien certains que les 
boules blanches et les boules noires y sont constamment en nombres 
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui pré- 
sente quelque chose de symétrique, tel que la sortie de trente boules 
alternativement blanches et noires^ celle de quinze boules blanches 
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés à croire que ces 
événements réguliers ne sont pas l'effet du hasard , et que la personne 
qui a tiré les trente boules connaissait la couleur de chacune d'elles, et 
les a choisies dans une vue particulière. Dans de pareils cas, rinterven** 
tion d'une cause autre que le hasard a effectivement une probabilité 
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très approchante de la certitude^ ainsi qu'on le verra par la soite* 
(8). La puissance ^ est la probabilité que rév^nement F arrivera n 
fois de suite 9 sans interruption; en la retranchant de Tunitëi on aura 
donc la probabilité de révénement contraire, c'est-à-dire, la probable 
Ittë que dans n épreuves consécutives » l'événo^nt E arrivera au 
moins une fois; par conséquent, si l'on désigne paiy* la probabilité de 
cet événement composé, et qu'on mette i— p au lieu de q, il en résultera 

r=i_(i_p)-. 

En égalant à ^ cette valeur de r, on déterminera le nombre d'épreu- 
ves nécessaire pour qu'il y ait la même raison de croire que E arrivera 
ou qu'il n'arrivera pas, ou.autrement dit, pour qu'il y ait un contre un 
^^ à parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors 






Si E est, par exemple, l'arrivée d'un six, ou celle d'une autre face dé- 
terminée, quand on projette un d!/à six faces, on aura 



6f 



71 = 3,8oi8....; 



en sorte qu'il y aura de l'avantage à parier que six arrivera au moins 
une fois en quatre coups , et du désavantage à parier qu'il arriverait 
en trois coups. Si 1 on projette deux dés à la fois, et que E soit l'ar- 
rivée du double-six, on aura 

P = n9 /! = 24,614....; 

ce qui montre que l'avantage sera pour le joueur qui pariera d'amener 
un doublesix en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui 
parierait de l'amener en vingt-quatre coups. 

L'expression générale de r nous fait voir que quelque faible que soit 
la chance p d'un évéïiement E , pourvu qu'elle ne soit pas tout-^i-fait 
nulle , on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez 
grand pour que la probabilité que E arrivera au moins une fois , ap- 
proche aussi près qu'on voudra de la certitude ; car quelque peu dif- 
férente de l'unité que soit la fraction i — /i, on peut toujours prendre 
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TexposaDt n assez grand pour que la puissance (i— /')' tombe au- 
dessous d'une fraction donnée. Cest en cela que consiste la différence 
essentielle entre une chose absolument impossible et un événement E 
dont la chance p est extrêmement petite : la chose impossible, n'arri*- 
vera jamais, et Véyénement aussi peu probable qu'on voudra, arri* 
vera toujours, très probablement, dans une série d'épreuves assez long- 
temps prolongée. 
Par la formule du binôme, ou a 



«.«•^i . . n.n— i.n^a 



si n est un très grand nombre, et qu'on remplace /t-^ i, n— 2, etc., 
par 13, on aura , à très peu près , 

(1— p)» = iH-/ip4- 7^ + -77^+ etc.; 

série qui est le développement de e^^, en daignant par e la base des 
logarithmes népériens; il en résultera donc 



pour la valeur approchée de r. Dans le cas de /i ss ' , cette valeur sera 

le rapport de e— i à e. Par conséquent, si la chance d'un événement 
E est l'unité divisée par un très grand nombre n, il suffira d'un pareil 

nombre n d'épreuves pour qu'il y ait une probabilité ^-^' , ou à peu 
près égale à ^, que E arrivera au moins une fois. 

(9). Lorsque deux événements E et E, , ne sont point indépendants, 
c'est-ànlire, lorsque Tarrivée de Tun influe sur la chance de l'autre, la 
probabilité de l'événement composé de E et E« est égale â un pro- 
duit pp^ dans lequel p représente la probabilité de l'événement E qui 
doit arriver le premier, et p^ exprime la probabilité que E étant d'a- 
bord arrivé, E. arrivera ensuite. 

Ainsi, attb désignant les nombres de boules blanches et de boules 
noires contenues dans une urne A, et c leur somme a-f- &; si E est l'ar- 
rivée d'une boule blanche à une première épreuve , et E« celle d'une 
boule blanche à un second tirage , sans qu'on ait remis la boule sortie 
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aapremier, on. aura d*abord 



a 



maïs au second tirage, le nombre total des boules sera réduit à c — i , 
et celui des boules blanches à a— • i , on aura donc 



a — ï 

pour la probabilité de la sortie d'une nouvelle boule blanche; et, par 
conséquent , 

a, a — I 

pour celle de l'extraction de deux boules blanches « 
Par la même règle, on trouvera 

ab 

pour la probabilité de l'extraction d^une boule blanche et d'une boule 
noire, dans un ordre déterminé, et- sans remettre dans l'urne la boule 
sortie au premier tirage. 

Grénéralement , si Ton fait m^ n tirages successifs sans remettre 
dans A les boules. sorties, let q«e l'on désigne par <3! la probabilité d'à** 
mener , dans un or4re déterminé , m bonlefi blanches et n boules 
noires , on aura 



I 



V 



a. a — I .a — 2. ...a — fw -f- i.^.A— i ,b — a. . . ,ô — n •}- 

ce— i.c — 2....C — m— w-|-i ' 



quelque soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les w'+n' premiers 
tirages, il est sorti m! boules blanches et n* boules noires ^ le nombre 
c — m' ^'^n' des boules restantes, se composera de ^ — m! blanches et 
b-^n' noires; les probabilités d'amener, soit une boule blanche, soit 
une boule noire, dans un nouveau tirage, seront donc 



c — m'—n*' c^m'^n'* 



ov, en prenant successivement dans ces deux fractions, tous les nombres 



. SUR LA probabiliuè des jugements. 43 

depoB zêtù juMja^ m — i pour mf^ et depuis zéro jusqu'à n-^i 
pour n\ le produit des m+z^ quantités qu'on obtiendra de cette ma- 
nière^ devra éfideiutnent former la râleur de ^; ce qui coïncidera 
avec la formule que l!on vient d'écrire. 

Si Ton remettait à chaque fois d^ns A la boule blanche ou notre 
qui en est sortie, les chances d'une boule blanche et d'une houle 

noire demeureraient constantes et égales à - et - , pendant toutes les 

épreuves, et la probabilité d'amener m boules blanches et nboules noires^ 

dans un ordre déterminé, serait le produit def-j ^^("j 9 ^^ "^rrr- ^ 

C'est à quoi se réduit effectivement l'expression de «^ quand les nom- 
bres aetb sont extrêmement grands, et peuvent être considérés comme 
infinis^ par rapport km ei n, ce qui rend invariables les chances d'une 
boule Uancbeet d'une boule noire, pendant toute la durée des épreuves* 
En faisant iis=o dans la valeur àe^, il en résulte 



ce—* i.c — 2...C— m-f-i ' 



pour la prc^bilité de l'extraction de m boules blanches sans inter«- 
ruption. Au lieu d'une urne A, si l'on avait, par exemple un jeu com- 
posé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si Ton deman- 
dait la probabilité d en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on 
ferait 

£fs=:i6, cs=s3a, m=i6, 



et il en résulterait 



i.a.S. • . • • i5. 16 



17.18.1g. ..31.33' 



ou bien , en réduisant 



6oio8Q3go ' 

quantité, comme on voit , un peu au-dessous d'un six-cent millio- 
nième. Il faudrait , en conséquence , essayer un peu plus de six-cent 

millions de fois pour qu'il y eût une probabilité égale i | , ou à peu 

6.. 
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pcès deux à parier contre on, que les seize cartes rou(^ sortiraient au 
moins une fois sans interruption. 

(lo). Si un ëvéneaient £ peut avoir lieu de plusieurs manières dis- 
tmctes et indépendantes entre elles; que d'tine première manière, la 
probabilité de son arrivée soit />, ; que d'une seconde manière, elle 
soit/7.; etc. , la probabilité complète sera la somme de toutes ces pro- 
babilités partielles, de sorte qu'en la désignant par p, on aura 

/> = P« +/>. +P3 + etc. 

Supposons^ pour fixer les idées , que l'on ait un nombre donné i 
d'urnes A, contenant des boules blancbes et des boules noires, et que 
le nombre total de boules et le nombre de boules blanches soient e, 
et a, dans une première urne, c^ et a^ dans une seconde, etc. Suppo« 
sons, aussi que E soit l'extraction d'une boule blanche, en mettant la 
main au hasard dans l'une de ces urnes. Cet événement pourra alors 
arriver de i manières différentes, puisque i est le nombre d'urnes d'où 
la boule blanche pourra sortir. La probabilité f^ue la main se portera 

sur l'une de ces urnes sera la même pour toutes et égale à -; la chance 

d'extraire une boule blanche sera -, —, — , etc. , selon Vwme sur la- 

quelle la main se portera effectivement; d'après la règle du n"" 5, les pro- 
babilités Pt^p^i p9 9 etc. , des diverses manières dont E pourra arriver, 
seront donc 

et il s'agira de prouver que la probabilité complète p de l'extraction 
d'une boule blanche, de l'une ou de l'autre de toutes les urnes A, aura 
pour valeur 

La démonstration de cette règle est fondée sur un lenune qui sera 
également utile dans d'autres occasions. 

Concevons un nombre quelconque i d'urnes C , contenant des boules 
blanches et des boules noires en proportions diverses , mais dont le 
nombre total soit le même et représenté par fl pour chacune de ces 
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urnes; la probabilité d'extraire de leur ensemble une boule blanche 
ne changera pas si Ton réunit les i/t boules qu'elles contiennent dans 
une seule urne B. En effets elles y formeront des groupes disposés d'une 
manière quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant 
d'une même urne C, et qui seront tous composés d'un même nombre /a 
de boules , ce qui suffit pour que la chance d'y porter la main soit 

la même pour tous ces groupes , et égale à -. , comme quand chaque 

groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une boule 
blanche du groupe où la main se portera n'aura pas non plus changé; 
par conséquent , la probabilité d'extraire une boule blanche sera la 
même pour l'urne B et pour le système des urnes C. Cette conclusion 
n'aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C renferment 
étaient inégaux; quels qu'ils soient, la chance que la main se portera 

sur l'une des urnes sera la même, et égale à t; mais quand toutes les 

boules auront été réunies dans l'urne B , les groupes qu'elles y forme- 
ront contenant des nombres inégaux de boules, la chance que la 
main s'y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est 
évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d'un plus grand 
nombre de boules* 

Cela posé, réduisons^ toutes les fractions —, —, —, etc*, à un même 

c, c, Cj 

dénominateur, que nons désignerons par fi» Soient alors a», a«, 
«t3, etc., leurs numérateurs , de sorte qu'on ait 

La chance d'extraire une boule blanche de chacune des urnes A, et 
par conséquent de l'ensemble de ces urnes , ne changera pas si Ton 
remplace chacun des nombres c^, e^^ c^j etc., de boules blanches ou 
noires, par le même nombre /et, et les nombres a., a., aj, etc., de 
boules blanches, par a,, a., ce,, etc. La probabilité de l'extraction 
d'une boule blanche ne changera pas non plus, si Ton réunit ensuite 
toutes ces boules dans une même urne C. Or, cette urne contenant 
alors un nombre total ifi de boules , parmi lesquelles il y aura un 
nombre «t -^ «g-|* ^-|r^*^'^ ^^ boules blanches, cette probabilité sera 
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le rapport du second nosibre au premier, ou, ce qui est k même 
cliose, 

quantité qui coïncide , en vertu des équations précédentes , ayec }a 
valeur de p qu'il s'i(gi$sait de démonrirer. 

(il). Pour appliquer cette règle à des exemples, supposons d'a^ 
bord qu'il soit à la connaissance d'une personne qu'une boule a été 
extraite, ou d'une urne A contenant cinq boules blanches et une boule 
noire, ou d'une urne B renfermant trois boules blanches et quatre 
boules noires, et qu'elle n'ait aucune raison de croire que cette boule 
soit sortie plutôt de l'une que de l'autre des deux urnes. Pour cette 
personne , la probabilité <sf que la boule extraite est une boule 

blanche sera 

1 5 , I 3 53 

2 6 ' 2 7 84 

car pour elle , cet événement a pu arriver de deux manières diffisrentes, 
et les probabilités p, et p^ qui s'y rapportent sont 

— i 5 _ 1 3 

Z'» — 2 • 6 ' ^* — i • 7* 

Pour une autre personne, qui sait que la boule extraite est sortie de 
B , la probabilité p qu'elle est noire a pour valeur 

53 d8 1 • j • 

Les fractions §7 et « surpassant - , la première personne doit penser 

que la boule extraite est blanche , et la seconde qu'elle est noire. 
Entre ces deux opinions contraires , c'est la dernière que nous devons 
adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que la pre- 
mière en ce qui concerne Tévéïiemeut dont il s'agit; et cependant 

la probabilité ||, sur laquelle cette seconde peraontte appuie son opi-i 

nion, est moindre que la probabilité gr, sur laquelle l'autre personne 
appuyait la sienne. C'est un exemple fort simple, et qu'on pooim 
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aisément multiplier, de ce qui a été dît précédemment (n* i ) , sur 
les jugements contraires portés dans une même question par des 
personnes différemment instruites. 

Supposons encore que nous sachions qu'une urne A renferme un 
nombre donné n de boules blanches et de boules noires, dans une propor- 
tion qui nous est absolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette 
proportion, n + i hypothèses différentes et également possibles , qui 
seront autant de manières distinctes dont l'extraction d'une boule 
blanche pourra avoir lieu. Ces hypothèses seront n boules blanches, 
71 _ 1 boules blanches et une noire, n — a boules blanches et deux 
noires,. . . • n boules noires; toutes ces suppositions étant également 

• 

possibles , la probabilité de chacune d'elles sera ^-77^; par conséquent , 

les probabilités partielles de l'extraction d*une boule blanche y dans ces 
diverses hypothèses, auront pour valeurs 

I n in — I i 71 — 2 ,x^ 
D s=a — — - . '• P. = : ■■ • —, Dm zss — r — . , etc. 

et la probabilité complète ^ de cet événement sera 

quantité qui se rédmt à ?, comme cela devait être, puisque nous 
n'avons aucune raison de croire à l'arrivée d'une boule blanche plutôt 
qu'à celle d'une boule noire. 

Mais si nous savons que dans Fcrne A, le nombre des boules 
blanches est certainement plus grand que celui des boules noires, 
la valeur de « surpassera 7 ; et pem* la déterminer, il faudra distinguer 
les deux cas de n impair et de n pair. Si Ton désigne par i un nom- 
bre entier quelconque et qu'on ait n = 21 4* i, on ne pourra faire 
que i-t* 1 hypothèses différentes et également possibles , savoir, 2/+1 
boules Uâucbes^ aï boules Uandies et une noire,. « • r+ i boules 
blanches et i boules noires ; et dans ce premier cas , la yaleur complète 
de « sera 

w as . , ■ ( j ; •+• ♦ , ' ' *n - ," *>** • 'H^ « ■ . ' 1; 



<sr 
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qaantitë qui se réduit à 

_ I 3î+a 
a TLi + i 

Elle est Vunitë , comme cela doit être , pour isszo; elle s'approche in- 
définiment de I, en diminuant toujours, à mesure que i augmente 
de plus en plus« Dans le cas de /i = :ii -f- a, on peut aussi faire i -f- i 
hypothèses également possibles : on peut supposer que A renferme 
31+ 3 boules blanches, a£H~ ^ boules blanches et une boule noire, 
... / -{- 2 boules blanches et i boules noires. Il en résulte 

i-|-i\aï4-2 ' 2» + a " a*-f-a ' ' a* + a/' 

OU , ce qui est la même chose , 

I 3i + 4 

a ai -|- a ' 

pour la valeur complète de «. Comme la précédente, elle est v = i 
et v =1 2» P^^'' ^^ valeurs extrêmes î = o et i = 00. Pour tout autre 

nombre entier i, elle excède la précédente d'une fraction m,. , ' . . , , 

dont le maximum est -7 et répond à î s= i . 

Une urne A contenant un nombre total c de boules , dont a boules 
blanches , concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur, 
en groupes tels que| le premier renferme c. boules dont £z« blanches, 
le deuxième c. boules dont a. blanches, etc., de sorte que Ton ait 

c, + c. H- C| + etc. zs c, 
a, •+• ^* ■+" ^a T^ etc. s= a. 

Sojt/i la probabilité d'extraire une boule blanche de cette urne; elle 
devra être égale à ~ ; ce qui fournira simplement une vérification de 

la règle du numéro précédent. Une boule blanche pourra sortir du pre- 
mier groupe; et pour cela, ia chance sera le produit de la probabi- 
lité ^ que la main se portera sur ce groupe, et d^ la cfaa^tice — ' qu'elle 
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en extraira une boule blanche. Il en sera de même à l'égard de tous 
les autres groupes j d'où l'on conclura 

B = ^. i H-^.^' -t-l\ 2? + etc., 

' C C. * C C^ C Cs 



pour la yaleur complète de p^ laquelle se réduit effectivement à -, * 

en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si Ton 
place tous ces groupes dans des urnes différentes A, , Âi^, As, etc.^ la 

chance d*en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus -, si ce 

C 

n*est dans le cas où tous les nombres c., c^, c^, etc., seront égaux : 
généralement, elle dépendra de la manière dont les boules blanches 
et noires de A se trouveront distribuées entre A, , A., Aj, etc. ; et nous 
ne pourrons la calculer que quand cette distribution nous sera connue. 
Cependant, pour quelqu'un qui ne la connaît pas, la raison de croire 
à l'arrivée d'une boule blanche , en tirant au hasard dans l'ensemble 
des urnes A,, A., Aj, etc., est évidemment la même que celle de 
croire à la sortie d'une pareille boule, extraite de A; par conséquent, 
la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour 

cettepersonne, égaleà-. Je suppose, par exemple, que A renferme 

deux boules blanches et une boule noire, et que Ton ait mis deux 
boules dans A, et la troisième dans A.. Pour cette personne , il y aura 
trois distributions également possibles des trois boules de A entre A, 
et A«, savoir : les deux blanches dans A, , et la boule noire dans A«; 
une boule blanche et la noire dans A , , et l'autre boule blanche dans A« ; 
cette seconde boule blanche et la boule noire dans A, , et la première 
boule blanche dans A». Dans ces trois cas, les probabilités d'extraire 
une boule blanche de l'une ou l'autre des urnes A, et A«, seront 

i(i+o), Hi+0, i(r+i); 

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc | pour 
la probabilité complète de cette extraction , comme pour celle d'une 
boule blanche, de l'urne A. 

Considérons enfin un système d'urnes D, , D», D^i etc., dont la pre- 
mière renferme un nombre c, de boules parmi lesquelles a. boules blan- 

7 
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cbes^ la deuxième un nombres, de boules dont a^ boules Manches, etc. ; 
et supposons que par une raison <{uelconqfue, il n'y art pas la même 
chance pour toutes ces urnes, que la main s'y portera pour en ex- 
traire une boule blanche ou noire. Désignons alors par k^ la proba- 
bilité qu'elle se portera sur l'urne D,, par A:^ la probabilité qu'elle se 
portera sur l'orne Dg, etc» Par la règle do n^ 5, la probabilité d'ex- 
traire une boule blaoche de la première urne sera k^ ^^ Ae la se- 



«1 



conde k^ — , etc. ; ces produits exprimeront donc les probabilités par- 
tielles pi, p^f P39 etc., relatives aux diverses manières dont l'extraction 
d une boule bknche pourra avoir lieu ; par conséquent, la probabilité 
complète w de cet événement aura pour valeur 

nsF = -4- •+- -+- etc. 

La considération d'un systèmed'urnes A„ A«, A), etc., pour lesquelles les 
probabilités^! » ^« ^ ^3 9 etc., sont égales entre elles^ a suffi à la démonstra- 
tion de la règle du numéro précédent dans toute sa généralité; et cette 
règle étant ainsi démontrée, son application à d'autres urnes D., D«, 
D9, etc., pour lesquelles les chances A:,, A;., A^, etc., ont des valeurs 
quelconques, conduit ensuite, comme on voit , à l'expression à&tzar 
qui se rapporte à oe cas général. 

(i3). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, on 
qui s'excluent mutuellement , et dont l'un des deux doit toujours ar- 
river. Désignons par p et q leurs probabilités respectives , de sorte 

qu'on ait (n* 5) 

p + q =: i. 

Supposons que chacun de ces événements puisse avoir lieu de diverses 
manières, dont nous représenterons les probabilités par />, , /?., p^, etc. , 
relativement à E, et par 9,, q^, q^, etc., par rapport à F. En appli- 
quant successivement la règle précédente à E et à F , nous aurons 

p =: Pu + p^ + p$ + etc., 
9 = î. + 9. + Î3 + etc., 

et, par* conséquent, 

fi H- Pi H- Ps + etc. + qt + y» H- ys + etc. = 1 . 
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DaB8«ine question quelconque d'éventualité, les termes du premier 
membre de cette équetiou sont les probabilités des diverses combi* 
naisons £ivorables ou contraires à larrivée de E; cette équation ex* 
prime donc que leur sonune doit toujours être égale à l'unité ou à la 
certitude 3 ce qui doit être , en effet , si Ton a épuisé toutes les combi- 
naisons possiÛes. 
En vertu de cette même équation , l'expression de p peut être mise 

sous la forme 

_, Ipi + Ip:^ + (P3 4- etc. , 

P Ip, + Ip^ + Ipi + etc. + Iqt + Iq^ + ^ÎJ + «^- * 

/ étant une quantité que l'on prendra à volonté. Les termes de cette 
fraction seront proportionnels aux chances /7| , p^^ etc. , ç., q^^ etc., 
des cas favorables ou contraires à l'arrivée de E. Or^ si l'on sup- 
pose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nom- 
bre a' qui soient égaux entre eux et représentés par oJ , un nom- 
bre a" égaux entre eux et exprimés par o!\ etc. ; si l'on suppose 
de même que parmi les termes du dénominateur, il y ait un nombre 
c' de ternies égaux dont la valeur commune soit y' , un nombre c" 
d'autres termes égaux dont y soit la valeur commune , etc. , l'ex- 
pression de p deviendra 

Ja' + a' a" 4» g*^ + etc. 
P ^ yV + y V + iTiT + etc.* 

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires k un événement E, 
n'auront pas une même chance, on obtiendra la probabilité de E, en 
multipliant les nombres de cas également probables, par des quantités 
proportionnelles à leurs probabilité respectives, et divisant ensuite la 
somme de ces produits relatifs à tous les cas favorables, par la somme de 
ces mêmes produits relatif à tous les cas possibles. Cette règle est plus 
générale, et souvent plus commode à appUqaer, que celle du n' a, en 
ce qu'elle n'exige pas que Ton ait réduit à une égalité de chance, tous 
les cas fnvorables ou conAraires, d'où dépend, dans chaque question, 
l'arrivée d'un événement dont ou veut Goanaltre la probabilité. 

(i4)> Les règles des n** 5 et jo suffisent pour obtenir les formules 
relatives a là répétition , dans une série d*épreuves , d'un événement 
dont les chances sont connues, soit qu'elles demeufent constanles, 
soil qu'elles varient pendant les épreuves. 
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Appelons toujoiirs £ et F les ëvénenients contraires , d'une natare 
quelcongue^ dont l'un des' deux aura lieu à. chaque épreuve. iSuppo- 




par 771 le nombre de fois que E arrivera , par n le nombre de foisi 
que F aura lieu. Nous aurons 

p -i^ q z=z i, m + n =: fA. 

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un 
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale 
à p"^' (o? 7); par conséquent, si l'on appelle n la probabilité qu elles 
auront lieu dans un ordre quelconque ,. et K le nombre de manières 
différentes, dont m événements E et n événements F peuvent se suc* 
céder dans un nombre /i d'épreuves, on aura, d'après la règle 
du n* 10, 

n = K/TçV 

Four déterminer K, je suppose d'abord que les)U événements qui 
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les 
lettres A, B, C, D, etc. Ce nombre K sera alors celui des permuta" 
tiens que l'on peut faire subir à fc lettres disposées comme les fac- 
teurs d'un produit ; or, il aura pour valeur 

1.2. 5. . . ft — i.fc; 

car si on le représente par K' pour )Éi — i lettres , et qu'on ajoute en- 
suite une lettre de plus, celle-ci pouvant occuper /ea places distinctes 
dans chacune des permutations de ju— -> 1 lettres, il en résultera fiK' 
pour le nombre de permutations de jtt lettres; et comme ce nombre 
est Tunité quand /a = i , il s*ensuit qu'il sera successivement 1.2, 
1 .2.5, 1 .2. 5. 4, etc.> pour /usa» s, 3= 3, =s 4, etc. Maintenant, 
si un nombre m des lettres A, B, C, D, etc, représentent un même 
événement E, celles de leurs permutations qui ne diffèrent que par 
les places .de E seront aussi les mêmes; ce qui réduira le nombre des 
permutations distinctes, au produit précédent, divisé par le nombre 
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de permntations dont ces m lettres E sont susceptibles, et qui est 

1 . 2.3. ; • m.' 

m 

Si \e% fJL —m onn autres lettres représentent aussi un même événe- 
ment F, il faudra également diyiser ce produit par le nombre de per- 
mutations de ces n lettres F, ou par 

Par conséquent^ le nombre de permutations distinctes que l'on peut 
faire avec m événements E et n événements F, c'est-à-dire la valeur 
de K qu'il s'agissait d'obtenir, sera 

i«2.d.»« TH. I .a.d. • .1 

A cause de/u = m + /i, cette quantité K est symétrique par rapport à 
m et à /i; mais on peut aussi l'écrire sous ces deux autres formes : 

IkSSS' — 5 ^ 9 

1 .2.c>. • . fn 



K=:: 



i.a.3...n ' 



qui montrent que la probabilité II , ou le produit Kp»y", est le terme 
du rang m + i dans le développement de (p + qY ordonné sui- 
vant les puissances croissantes de p , ou le terme du rang n -f- 1 dans 
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de q. 

On conclut delà que dans le cas que nous examinons , où les chances 
p et 9 des deux événements contraires E et F sont constantes, celles 
de tous les événements composés qui peuvent arriver dans un nombre /a 
d'épreuves ont pour expressions, les différents termes de la formule 
du binôme P'^q âevé à la puissance /t. 

lie nombre de ces événements «st fê -4- >• Ils sont in^alement 
probables , soit à cause de la multiplicité des combinaisons qui peut 
les amener et qui est exprimée, pour chacun d'eux, par le nombre K, 
soit à raison de l'inégalité des- chances p et q. Dans le cas de /» = 9, 
l'événement le {Ans probable est celui qui répond à m = n^ lorsque /t 
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est uD nombre pair, et Tan des doux qui répondent à m -**nas rbi, 
quand fJL est un nombre impair. ^ 

(i5). Soit P la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le 
nombre ft d'épreuves. Cet événement composé pourra avoir lieu de 
m -|- I manières différentes , savoir, lorsque £ arrivera ks nombres 
de fois fJLf fi — 1 9 ^i — 2, . • • et enfin fA^^noiain; les probabilités 
relatives à ces m + i manières se déduiront de l'expression précé- 
dente de n , en mettant successivement /x et zéro , a — i et i , /^ — 2 , 
et 2 , • • . jusqu a m et /i , au lieu de ces deux derniers nombres ; d'après 
la règle du n*" 10, la valeur complète de P sera donc la somme de 
ces 7z-|- I probabilités partielles; et, par conséquent, on aura 



V=.f+^p>^-^q + tJ^J.^-^q^ + . 



1.2 



de sorte que P sera la somme des n^ i premiers termes du déve- 
loppement de (/> -f- qY 9 ordonné suivant les puissances croissantes 
de q. 
Pour m = o , ou 71 = jEi , on aura 

P = (p + 9)'' = i; 

ce qui doit être, en effet, puisqu'alors Tévéoement composé com- 
prenant toutes les combinaisons de £ et F qui peuvent arriver, sa pro^ 
babilité P doit être la certitude. Pour m =;: i , cet événement est le 
contraire de l'arrivée de F à toutes les épreuves; et, effectivement, 

la valeur de P est , dans ce cas , le développement entier de {p -+- q)i^ » 

moins son dernier terme q^i ce qui s'accorde avec la valeur de r 
du n* 8. 

Si fÂ» est un nombre impair 21 -f- 1, et si l'on demande la probabilité 
que E arrivera plus sowent <|iie F, en la déduira de l'expression gé- 
nérale de P, en y ûiisant m ss £ «f- i et /i sss i. Si fb est un nombre 
p^ir ai, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant 
de fois que F, en Causant m = n ss î, dans cette nâme expression. 

(16). On déduit aussi de cette formule la solution du premier pro- 
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hlème de probabilité que Ton ait résolu , qae nous avons indiqué au 
conomencement de cet ouvrage, et qni est connu sons le nom de 
problème des partis. Deux joueurs A et B jouent ensemble à un jeu 
quelconqae, où lun des deux doit gagner un point à chaque coup; 
p est la probabilité de A, 7 celle de B, pour gagner ce point; il reste 
à A un nombre a et à B un nombre b de points à prendre pour gagner 
la partie. On demande la probabilité a que ce sera A qui gagnera , ou 
la probabilité € que ce sera B. L'un de ces deux événements contraires 
devant nécessairement arriver, la somme a -+- € sera l'unité, et l'on 
aura seulement « à déterminer. 

Observons d'abord que la partie sera terminée en un nombre de 
coups qui ne saiurait excéder ^ + ^ --~i ; car dans ce nomfire de coups, 
il arrivera nécessaii^ment que A aura gagné au moins un nombre a 
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre b. De plus, 
sans rien changer à leurs chances respectives de gagner la partie, les 
deux joueurs peuvent convenir de jouer ce nombre a + b — 1 de 
coups; cardans cette série de coups, un seul joueur pourra pœndre 
le nombre de points dont il a besoin : selon que A aura pris a points 
avant que B en ait pris b, ou que B en aura pris un nombre b avant 
que A en ait pris a, ce sera A ou B qui aura gagné la partie, quelque 
chose qui arrive ensuite. Pour déterminer les chances a et €, nous 
pouvons donc supposer qu'il sera toujours joué le nombre a + b^^ 1 
de coups. Alors a sera la probabilité que sur ce nombre d'épreuves, 
un événement E dont la chance est pk chaque épreuve, arrivera au 
moins un nombre de fois a; par conséquent, sa valeur se déduira de 
TexpressioD précédente de P , en j faisant 



ft s a 


-hb 


— 


ïp m = Uf n ss b 


Si l'on a , par exemple , 






P 


2 

™3' 


9 


=s^,a=:4, b=S2, 


on trouvera 










« 


« 


lia fi i3i 
a43' ^~*a43' 



1. 



et C surpassant «, il s'ensuit qu'un joueur A dont Thabileté est double 
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de celle de B , ou qui a une chance double de gagner chaque point , 
ne peut néanmoins parier, sans désavantage , de gagner quatre points 
ayant que B en ait pris deux. 

Si les deux joueurs conviennent de se retirer sans achever la 
partie , on verra plus loin que ce qui reviendra à A sera Venjeu multi- 
plié par la chance « de gagner, et à B le produit de Tenjeu et de la 
"chance Q^ c'est-à-dire qu'ils devront partager l'enjeu proportionnel- 
lement aux fractions a et ^. 

(17). Au lieu de deux événements E et F, supposons qu'il y en a un 
plus grand nombre , trois, par exemple, que nous désignerons par E, 
F, G, et dont un seul devra arrivera chaque épreuve. Soient p, 9, r, 
leurs probabilités constantes , et /x le nombre des épreuves. Par une 
extension facile de la méthode du n* 14» on trouvera 

1.2.3. •• 7lt.l.2.3... 71. I .2.3. • .<?* 

pour là probabilité que le premier des événements E, F, G, arrivera 
m fois, le second n fois, le troisième o fois. On aura, en même 
temps, 

et la probabilité dont il s'agit sera le terme général du développement 
du trinôme f' + 9 + ^ élevé à la puissance /x. 

Ce cas est celui d'une urne qui renfermerait des boules de trois 
couleurs différentes, dans les proportions marquées par les fractions p, 
9, r, et où les événements E , F, G, seraient les extractions de ces trois 
sortes de boules, en remettant à chaque fois dans l'urne la boule 
qui en est sortie. 

En prenant dans le développement de fp +9+ r/*» la somme des 
termes qui renferment une puissance de p, égale ou supérieure à /n, 
on aura la probabilité que Ë arrivera au moins un nombre m de fois 
dans un nombre /t d'épreuves. Quel que soit le nombre des événe- 
ments E, F, G , etc. , parmi lesqufibs nn seul arrivera à chaque épreuve, 
on peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, de l'expression 
^ précédente de P. En effet, représentons toujours par p, 9, r, etc., 
les chances constantes de E , F, G , etc. ; à chaque épreuve , l'arrivée 
/de l'iin ou l'autre des éyénements E> F, G, etc., peut être considérée 
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comme un ëvénement composé, que j'appellerai F'; en désignant 
par q' sa probabilité, on aura 

y' = 9 + '^ H- etc. , /i + ^' = I ; 

E et P seront alors deux événements contraires, dont un seul aura 
lieu à chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera 
au moins m fois, dans une série de fi épreuves, s'obtiendra en met- 
tant q' au lieu de q dans l'expression de P. 

Pour donner un exemple de cette règle fondée sur le développemei^t 
de la puissance d'un polynôme , je suppose qu'une urne A renferme 
un nombre m de boules portant les n°* i , a , S , . . . m; on tire /x fois 
de suite une boule de cette urne , en y remettant à chaque fois la 
boule sortie; la chance , a chaque tirage , de l'arrivée d'une boule 
portant un numéro déterminé , est la même pour toutes les boules , 

constante pendant les épreuves, et égale à — ; cela étant, désignons 

par Hi, ii», ^s,,.. n., des nombres donnés qui peuvent être zéro, 
égaux, inégaux, pourvu qu'on ait toujours 

w. + w. H- 7i8 . . •+ n. = /a; 

et soit U la probid)ililé qu'on amènera, dans un ordre quelconque, 
fi. fois le n* I , n. fois le n* 2,. . ./i» fois le n"" m : si l'on fiiit 

et que fou développe 6 suivant les puissances et les produits des 
indéterminées ^,, /., ^3,... t^, la valeur de Usera le terme de ce 

développement , contenant le produit t^* /. * ^s ' • • • ^« "1 dans lequel 
on fera toutes ces indéterminées égales à — . En représentant par N 
le coefficient numérique de ce produit , nous aurons donc 

«^ N étant un nombre entier, qui dépendra de ft et des nombres ii|, n«, 
Hs,. . . . n», savoir. 
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où l'on prendra l'uniDé pouv le prodaît t*2.i. • «n,, quand n, serm 
zéro, et de même pour chacun des produits semUablesl 

Cela posé , soit s la somme des numéros sortis dans les /a tirages , 
on aura 

* sK /i, -f- 2/1, -f- 5^3 -f- . . . + mn^. 



Par copséquexrt, si s est un nombre donné ; que l'on prenne successi- 
vement pour n^,n^f /^t»- • • ^j tous les nombres entiers ou zéro qui 
satisfont à cette équation et dont la soname est égale à /t; et que Fon 
désigne par N'y N", N'^', etc., les valeurs correspondantes de N^ et 
par y la somme de celles de U, il en résultera ' 

'Vs=— (N' H- N* +. N"'+ etc.), 

TTIT 

pour la probabilité d'avoir, dans un nombre ^6 de tirages, une somme 
de numéros donnée et égale à s. 

On calculera plus aisément la valeur de V en changeant dans les 
indéterminées r,, t^, ^j,... ^, dans les puissances^, r% ^.. . r, 
d'une même quantité t : si l'on désigne par T ce que ô deviendra , 
on aura 

et il est aisé de voir que la somme N'+N"+N'"+etc. ne sera autre chose 
que le coefficient numérique de i* dans le développement de T ; par 
conséquent , si l'on représente ce coefficient par M, , il en résultera 

V = — M,. 

Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés /t , m, ^ , et s'obtiendra 
facilement dans chaque exemple. 

Au lieu d'une seule urne V^ on peut supposer qu'on ait un nom- 
bre /JL d'urnes A., A,^ A3,. • .A^, dont chacune contienne m boules 
numérotées i, 2, 5,.. .m, et ti««r en tn&tne temps une boule de 
chacune de ces urnes. On peut aussi remplacer ces uraes par un pareil 
nombre de dés : s'il s'agit de dés ordinaires , à six faces ^ portant les 
n*' I, :2, 3, 4» ^1 69 ^^ ^^^^ m >= 6, et V exprimera la probabilité 
qu'en projetant simultanément un nombre /t de dés^ on amènera une 
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somme de Muaénos égaie à s. Soit, par exemple, f6 ssS, et ccmsé- 
quemment 

T = /»(i + ^ + /•+ ^s -1- i* + fi)\ V = g5 M,- 

Le^déreloppemtntde Tseoomposera de seiae termes ; les coefficieotsrdes 
termes ëgâlemttiitékMg«ës4es extpémes^ tels que M3 et M,t , M4 et Mt^^ 
• . . M,(^ et Mn 9 seront égaux; la somme ^e tons les troefficientfrauFa poor 
vdeur colle de Tcpii répond 4i ^ es i^ ou G'; la somme des huit pre*- 
mieps ooeflBcientB M3 ^ M^ • . . , M,» , sera égale kj&, anusi^e Ja somme 
des huit derniers M,|^ M.g. . . M.g; d'où Ton conclut qu'en pro- 
jetant trois déskia £cm, k probabilité d'amener 10 4>u un nombre 
moindre est 7, nomme odled-«mener 11 ou un nombre phis^^nd ; 
en soFlequIon peut parier à jeu ^al^ounn contre im, qneilasonmiedes 
trois numéros qui arriveront vpassera oune passera pas ienombre'dîx. 
-C'est sur ce résultart qu'est fondé le jeu qu^appeUe le passe-diau Sans 
le secours d'aucun calcul, on s'assure aisément de l'égaUté de ckanœ de 
chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces op- 
posées d'un même dé, porte ks numéros dont la somme est sept, tels 
que un et six^ deux et cinq, trois et quatre. Il s'ensuit alors, que quand 
les trois dés tombent sur le tapis j la somme des trois numéros supé* 
rieurs , jointe à celle des trois numéros inférieurs ^ forme toujours le 
nombre ai; par conséquent, si la première somme est au-dessus de 
dix , la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs 
sont donc dans le ménae cas que si l'un pariait que ce sont les numéros 
supérieurs qui passeront dix , et l'autre que ce sont les numéros infé* 
rieurs. Or, il est évident que les cbances de ces deux événements seront 
égales ; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-des- 
sus et ceux qui arriveront au-dessous, l'événement contraire, c'est- 
à-dire l'arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-là au-dessous, sera 
également possible. Mais .pour connaître les chnnces des diverses 
valeurs de^, depuis ^-s= 3 jusqu'à j= 18, il est nécessaire de recou- 
rir au développement de T. On trouve, en l'effectuant 



M,s=M^3ts.i, M^sbMi^ssS^ M5SsM||=;=6, Me^xsMisscsïio, 

M,=sM,4=:i5, Ms==Mi3^2i, M,=M„=a5, M^^ssBt^^euaj^ 

8.. 
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pour lés nombres des combinaisons de trois numéros qui peu- 
vent amener les sommes 5 ou i8^ 4 ^^ i7,...io ou ii :en les 
divisant par 6' ou ai6, on aura les chances de ces diverses som- 
mes. 

(i8). Lorsque la chance de Tëvénement E varie pendant la durée 
des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné, 
dépend de la loi de cette variation. Supposons $ comme dans le n"* g, 
que E soit l'extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne A qui 
Contient des boules de cette couleur et des boules noires, et dans 
laquelle on ne remet pas la boule sortie à chaque tirage. Soient a et 
b les nombres de boules blanches et de boules noires que A renfer^ 
mait avant les épreuves , ^t le nombre des tirages, et4rla probabilité 
qu'il sortira m boules blanches et n boules noires, dans un ordre déter- 
miné ; la valeur de ^ sera donnée par la formule du numéro cité ; 
et cette valeur étant indépendante de l'ordre suivant lequel les boules 
des deux couleurs se succéderont, si nous désignons par n la pro- 
babilité qu'elles arriveront dans un ordre quelconque^ nous au- 
rons 

* 

K étant le même nombre que dans le n"" i4 » et en Csdsant toujours 

Faisons aussi 

a — m:=za\ 6 — n = A', c — /jl^ss a' + b's^c'; 

en sorte que a', ô', c\ soient ce que deviennent, après les tirages, les 
nombres de boules des deux couleurs et leur somme , qui étaient 
primitivement a , & , c. En ayant égard aux expressions de K et de ^, 
celle de n pourra s'écrire ainsi 

I.2.cS.../«>I*3*9'*«a«i*2.3...^.I«2.3...c' 

"*" 1.2.3. . .m. 1.2. 3.. ./i. 1.2. 3.. .a'. 1.2. 3.. .6'. I. a. 3. . .C ' 

ce qui permettra d'étendre facilement cette expression au cas où A 
renfermerait des boules de trois ou d'un plus grand nombre de cou- 
leurs différentes. 
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En sopprimant des facteurs communs au numérateur et au déno- 
minateur, cette formule devient plus simplement (^) 



n = 



i./»^a.../»^ii+i fl.fl— i.a— 2...a— m+i.ô.ô— i.ft— 2..,,^— n+i 



i.a«3...ii * ce— I .c— a. . «c— /«^i 



La probabilité que sur le nombre ft de tirages il sortira de A au moins 
m boules blanches , sera la somme des ra + i valeurs de FI que l'on. 



(*) Après les ^ tirages qui ont amené m boaks blanches et n noires, la chance d'a- 
mener une blanche dans un nouveau tirage, dépend de ces nombres m et n, et est 

égale à -p. Mais pour une personne qui saurait seulement qu'on a tiré de l'urne un 

nombre f« de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et des noires 
qui en sont sorties, la probabilité de l'arrivée d'une boule blanche, dans un nou- 

▼eau tirage, serait très différente de cette chance -» ; et d'après une note que vient 
de m'adresser M. Emile Mondésir, ancien élève de l'École Polytechnique, la pro- 
babilité dont il s'agit est indépendante des nombres m et rf ,. et égale à p comme 

■C 

avant les tirages. 
Pour vérifier cette proposition sur un exemple, supposons qu*on ait 

a=s4i 6 = 3, css'jy ^ = a^ c'^ = 5. 

Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles ^ mais inégale- 
ment probables, savoir yn= a et nsso, m:=i et n=i, m sas o et 11 = a. Les pro- 
babilités de ces trois cas différents, déduites de l'expression de n, seront respec- 

tivement -, -t, -^ dans ces mêmes cas, les chances de l'arrivée d'une blanche 
7 7 7 

2 3 X 
dansun tirage subséquent, auront pour valeurs^, 79 |; d'après les règles des 

n^ 5 et 10, la probabilité complète de l'extraction d'une boule blanche, sera donc 
la somme des produits de - «^ ?» -^ «^ §1 - et |; laquelle sonune est effective- 
ment égale à -, on à - . Je renverrai, pour la démonstration générale, à la note de 

M. Mondésir, qu'il se propose d'insérer dans le journal de M. Liouville. 

La proposition est évidente quand on a â = 6 ; car dans ce cas , pour une per- 
sonne qui ne connaît pas les boules extraites de Turne, il n'j a pas plus de raison 
de croire, après comme avant cette extraction, à l'arrivée d'une boule blanche quTà 



62 RË€HE31GHËS 

obtient , ea mettatit successiveraeiit au lieu -de m et n éans cette der- 
nière formule, ju et zéro, /et — i et i^ /x •*- a et 21, . . ./t -— n et m 
En daignant cette probabilité par P, nous aurons , de cette manière , 

+ ^'^^ ",&.^ — r.a. a— 1 .a— 2. . .a — AtH- 5 



-H ^'^^' y — '^'^ — '** — a.a.a— i.a — 2.. .a — )tt + 4 



• #«•#« — I .#« — 2. . .M — n + I , , , , 

•j- ^ ^ ■ *^ ' — 5 C_*— — l_.6.é-i^.^ii^|.fl.fl.-i..^-m+i. 

Dans le cas de m sas o et n = /Et^ on devra avoir P ss 1; on en con- 
clut donc 

ce— i.c — 3...C — fc-f» I ssa.a-— i.a — 2.. .a— ft + i 

1 -a '^ 

+ ^'^"" *^^ .6.6— 1.6— 2.a.a-l.a— 2« ..a— ft+4 
1.2.3 



+ /A.b.b'^ i.b — 2, . .6 — f^H- 2. a 
+ 6.6 — 1.6 '^a. ..b '^fJL +1 ; 



celle d'une boule noire; et par conséquent, la probabilité' d'amener une boule 
blanche, reste touj ours égale à { « On peut aussi remarquer quie cette propontion s'ac- 
corde, dans le cas où les nombres a et 5 sont infinis, avec une autre qui sera démoA- 
trée danslasuit&de cet ourrage, et suivant laquelle il est certain que les nombresm 
et n seront entre eux comme a et 6 ; alors, on est donc assuré que les nombres 
a' et à\ des boules restantes dans l'urne sont encore entre eux comme âet 6 j en soi'te 
que la chance et la probabilité de l'arrivée d'une nouvelle boule blanche, ne sont 

plus distinctes l'une de l'autre, et ont pour valeur le rapport -7 égal à -» 
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ce qui coïacîd^ ay^ une. formule connue et analogue à celle du bi- 
nôme. Dana eette for nuile et dans toutes celles de ce genre $ chaque 
quantité telle que a. a — i.a — 3. .«a-fr-mTh i; est un produit de m 
facteurs pour lequel on doit prendre l'unité quand m = o: d'où il 
résulte que cette formule ne conrient pas au cas de /a =: o ; exception 
qui a lieu également pour la formule du binôme appliquée à la puis- 
sance zéro. 

(19}. Au lieu de faire /ul tirages successifs sans remettre les boules 
sorties de A ^ il est évident que la probabilité d'amener m boules 
blanches et n bou)es iioiras serait encore la même ^ si l'on tirait en 
une seule km m-^nonfi boules de eette urne. C'est ^edivement ce 
qu'on peut v^fler de la manière suivante. 

Je désigne généralement par G^ les nombre de groupés composés 
chacun de fi boules , qne Ton peut forméir avec les o boules contenues 
dtins A. On aura 

:= 5 • 

^ i.a.o.../u 

En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de /ia «— i 
boules, il faudra combiner chacun de ceux-ci avec les c — fi^i boules 
qu'il ne contient pas ; ce qui donnerait un nombre (c— ^i + i)Gyu — t 
de groupes de f« boules ; mais comme il y a un nœnbre yu de groupes 
de /{«— fi boules qui donnent un même groupe de ^ boule») on devra 
diviser œ produit ( c -^fA -*!*-■) G^. i par ft pour avoir le nombre de 
groupes difiérenta, cooaposéa de fi boules. On aura donc 

G as^-H^L+Uft 

or, pour ^fc=3 I, on a évidemment G, =c; si donc on fait successive- 
ment fftt=a, =:5, 2=4, etc., il ei^ résultera 



G.«î=li.G. 



C.C'-^ l 



G.=; 



2 •^' iT^» 

^ — 2 /> ce— I.C 



0^3 



* 4 i.a.3.4 ' 



et enfin l'expression de G^ qu'il s'agissait de démontrer. 
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En représentant ce que devient 6. par G'., lorsqu'on y change c 
et fe en a et m, et part G'^., quand on y fait le changement de c et fc 
enb et n , nous aurons de même 

^/ û.fl — i.a — a. . •«— m + 1 

ljr« = - ■* T" ' > 



G-, 



I .a.3* . «m 
i .a.d. • «71 



Le produit de G'„ et G"« sera le nombre de groupes de m 4-^ ou /a 
boules que l'on peut former avec les a + ^ ou c boules contenues 
dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et n boules noi* 
res ; la probabilité d amener i^n de ces groupes en tirant à la fois pt, 
boules de l'urne A , est d'ailleurs éga][e à leur nombre divisé par celui 
de tous les groupes de fe boules que A renferme , c^est-à-dire à ce 
produit G'„G'.y divisé par G^; en la désignant par IIi on aura donc 

ce qui coïncide avec la valeur de II du numéro précédent. L'ex-> 
pression de P du même numéro est aussi la probabilité d'amener 
au moins m boules blanches en tirant à la fois fi boules de l'urne A. 

(ao). Dans l'exemple de ce n* iS, la chance de l'événement E 
variait pendant les épreuves, parce qu'à chaque nouvelle épreuve, 
elle dépendait des nombres de fois que £ et l'événement contraire F 
avaient eu lien précédemment; mais il y a d'autres cpiestions dans 
lesquelles ces deux événements , d'une nature quelconque p ont des 
chances propres, indépendantes à chaque épreuve, de ce qui est 
arrivé jusque là , et qui varient d'une épreuve à une autre. 

Généralement, dans une série de fi épreuves que l'on va faire ou 
qui ont eu lieu, soient p^ et q^ les chances de E et F à la première 
épreuve j p^ et ç, à la seconde . . . . fv* ^* ?/» ^ 1* dernière^ de sorle 
qu'on ait 



^ 
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Pour obtenir la probabilité qae E arrivera ou est arrivé un nombre 
Il de fois et F un nombre n ou fi — m^ dans un ordre quelconque, je 
désigne par P« le produit d'nn nombre m des fractions />„ p^^ p^, • . .p^, 
et par Q. celui d'un nombre n des fractions 9, , 9. , 93 9 • • • «f/uy <pii 
n'entrent dans aucune des équations précédentes, avec l'une des frac- 
tions comprises dans P. , de manière que si P« renferme la fraction 
quelconque Pi, la fraction correspondante q^ n'entrera pas dansQ.^ et 
que si P^ ne contient pas p,, la fraction qi entrera dans Q.. Je 
multiplié ensuite ces deux produits P. et Q^Tun par l'autre, puis je fais 
la somme de toutes les quantités possibles P^Q., ainsi formées, 
et dont le nombre sera celui que l'on a désigné par K dans le n"" 14 : 
cette somme exprimera la probabilité demandée. 

On peut énoncer cette règle d'une autre manière qui nous sera utile 
dans la suite. 

Soient u et t^ deux quantités indéterminées; faisons 

^^{up*^^,) (^Pm+^9*) {^Pi + ^9s)* • • •(«Pa* + ^/»)» 

de manière que R exprime un produit de /x ou m«f-/i facteurs. Si l'on 
effectue ce produit, on aura un polynôme de ft+i termes, ordonné 
suivant les puissances de u et de p. Or, le coefficient de u"(^ dans ce 
polynôme sera la probabilité que nous considérons, de l'arrivée m fois 
de E et 71 fois de F, dans un ordre quelconque. Prenons , par exem- 
ple, m =s 3. Nous aurons 

R = u'^p.pjfs + u^i^ {ptPJIz + />.M* + P»P«9' ) 

Le coefficient de u^ est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois 
fois E ; le coefficient de u^9 est celle de l'arrivée de deux fois E et une 
fois F, ce qui peut avoir lieu parce que E arrive aux deux premières 
épreuves et F à la dernière , F à la seconde épreuve et E aux deux 
autres, F à la première épreuve et E aux deux dernières; le coefficient 
de uv^ exprime de même la probabilité de l'arrivée de deux fois F et 
d'une fois E; enfin » celui de «^ est évidemment la probabilité de l'ar- 
rivée de trois fois F. 

Si à chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs manières égale- 
ment possibles, on prendra pour la chance de E à cette épreuve, cou- 

9 
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formémeotà la règle du n" lo^ la somme des probabilités respectives de 
ces diverses manières, divisée par leur nombre. En retranchant de l'u- 
Hité cette chance moyenne de E^ on aura celle de F ; et c'est d'après 
ces deux chances moyennes à chaque épreuve, que Ton devra calculer 
la probabilité que E et F arriveront m et n fois dans m 4* ^^ épreuves, 
ou celle de tout autre événement composé de E et F. Quoique les 
chances partielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d'une 
épreuve à une autre ; si leurs chances moyennes demeurent constan* 
tes, les probabilités des événements composés suivront les mêmes 
lois que dans le cas des chances invariables. 

(21). Une des applications les plus fréquentes du calcul des proba- 
bilités a pour objet de déterminer les avantages ou les désavantages 
attachés aux choses éventuelles, d'après le gain ou la perte qu'elles 
doivent produire 1 et les chances de leurs arrivées. Elle est fondée sur 
la règle suivante. 

Supposons que l'un des événements E, F, G, H, etc., en nombre 
quelconque, doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par 
Pf 9f O ^f etc. , de sorte qu*on ait 

P + î H- '' + «^rf- etc. = I. 

Supposons aussi qu'un gain g soit attaché à l'arrivée de £ pour une 

première personne^ à celle de F pour une deuxième personne, etc. ; si 

toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait 

décidé, ou bien, si elles y sont obligées par des raisons quelconques, 

ce gain devra être partagé entre elles proportionnellement à leurs 

probabilités respectives de gagner, c'est-à-dire, que g/? devra être la 

part de la première personne, gq celle de la seconde, etc. 

En effet, soit m le nombre de tous les cas également possibles , et 

parmi ces cas, soient a^ b, c, d, etc., les nombres de ceux qui sont 

favorables à E, F, G, H, etc. , de manière qu'on ait 

< 

û + ô -f- c + rf-f- etc. := w I 

et ensuite 

a a c d 
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S'il y avait an nombre m de personnes dont chacune dût gagner par 
Tarrivée de l'un des m cas possibles, il est évident qu'il faudrait diviser g 

également entre elles toutes, et que —g serait la part de chacune; or, la 

personne dontj? est la probabilité de gagner, ou qui a pour elle un nom- 
bre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces parts 

égales; sa part entière devra donc être — g, ou /7g ; et de même celles 

des autres personnes seront qg, rgj sg, etc. 

Dans les jeux déjà commencés, cette règle fera connaître ce qui re- 
viendrait à chaque joueur d'après sa probabilité d'achever de gagner 
la partie, si l'on convenait de se séparer avant delà terminer. On en con- 
clut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence 

doit être proportionnelle à sa chance de la gagner; car si, au lieu de 
jouer, on convenait de se séparer, chaque joueur devrait retirer sa 
mise; et, d'après la règle précédente, ce qui lui reviendrait devrait 
aussi être égal à la somme des mises, multipliée par la probabilité de ga- 
gner la partie entière. Cette probabilité, dans les jeux de pur hasard , 
dépend des règles du jeu^ et peut se calculer à priori, quand elles ne 
sont pas très compliquées. Dans les jeux où le succès dépend de l'habi- 
leté dé chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinaire- 
ment sur sa réputation, et ne pourrait être déterminée, avec quel- 
que exactitude^ que par une longue expérience. 

Les probabilités de deux événements cpntraires E et F étant p etq, 
de sorte qu'on ait /? 4*9 = '9 si A parie une somme a pour l'arrivée 
de E, et B une somme 6 pour celle de F, il faudra pour que les paris 
soient égaux , que ces sommes a ei€ soient entre elles comme p et 9, 
ou qu'on ait 

p6z=iqA. 

Mais on ne doit pas oublier que ces probabilités petq sont, en géné- 
ral, différentes des chances propres de E et F^ et dépendent des con- 
naissances que A et B peuvent avoir en ce qui concerne ces événements. 
Si ces probabilités sont fondées sur les mêmes connaissances pour A et 
pour B, le pari est équitable, quoiqu'il puisse &voriser beaucoup Tune 
de ces deux personnes aux dépens de l'autre. Si elles n'ont pas les 
mêmes données sur les événements E et F, la proportion des sommes 



•• 
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a et € n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient à ces 
événements, et il n'y a plus moyen de la régler équitablement. 

(22). On calculera sans .peine , au moyen des formules du n** ig, les 
diverses chances de la loterie de France^ heureusement supprimée par 
une loi récente. En les comparant aux multiples des mises cfie la lo- 
terie payait pour les billets gagnants, on verra que ces multiples 
étaient beaucoup au-dessous de ceux qu'elle aurait dû payer pour que 
le jeu fut égal y et qu'il en résultait pour la loterie, aux dépens des 
joueurs, un avantage exorbitant que la loi aurait puni comme illicite, 
dans une spéculation particulière. 

Soient, en général, n le nombre de nilméros dont une loterie est 
composée, m celui des numéros qui sortent à chaque tirage, l le nom* 
bre de ceux qui sont portés sur le billet qu'un joueur a choisi, et A la 
probabilité que ces derniers numéros sortiront. Les nombres de grou- 
pes de /.numéros qu'on peut former, soit avec les n numéros de la lo- 
terie , soit avec les m numéros qui sortent à chaque tirage, seront, d'a- 
près les formules du numéro cité , 



n.n — i.n — 2...n-— /-|- i 

I «s.o. • • • i> 



m.m— r.m — a. . .m-^/+ i 
i.a.3^ . ./ \ 



et la probabilité X aura pour valeur le rapport du second nombre au 
premier, c'est-à-dire. 






m.m-«-i.m — a...m— /-^ i 
n.n— i.n— a., .n— /+ I 



En prenant pour unité, la mise du joueur, celle de la loterie devra 
être le rapport dé i-^X à X; et en cas de gain, la loterie devra aussi 
rendre au joueur la mise qu'il a payée d'avance; si l'on appelle /u le 
multiple de cette mise que la loterie devra payer au gagnant, on aura 
donc 



I -^A . I 

f^——^ + 1 = 7. 



Soit aussi jc le nombre de tirages nécessaire pour que l'on puisse pa- 
rier un contre un, que les numéros portés au billet du joueur sorti- 
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ront au moins une fois ; oa aura, d'après la règle do n* 8 « 

et quand la probabilité A sera une très petite fraction, il en résultera^ 
à très peu près, 



\ 



jcr = i (0,69315 ), 

» "A 

en prenanto^GgSiS pour le logarithme népe'rie» du nombre x. 
Dans la loterie de France^ on avait 

Pour un ferrie, il fallait prendre /sssSj d'où il résultait 

^=^;^^' A*="748, x = 8i45,i5... 

La loterie aurait donc dû payer au gagnant, pour que le jeu fôt 
égal, 1 1 748 fois sa mise : elle lui payait seulement 55oo fois, c'est-à- 
dire, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans 
le cas du quateme et du quine; elle était moindre pour Yambe et 
V extrait. Il y avait de l'avantage à parier un contre un , qu'un terne 
donné sortirait au moins une fois en 8 1 44 tirages, et du désavantage 
à parier aussi un contre un, qu'il sortirait en 814S épreuves. Relative- 
ment à un numéro désigné d'avance , on aurait 

il y avait donc désavantage à parier un contre un que ce numéro sor- 
tirait au D;ioins une fois en la tirages, et il aurait fallu i5 tirages, 
pour qu'il fût avantageux de parier un contre un que ce numéro 
sortirait. Il y avait aussi un contre un à parier que les 90 numéros 
sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages (^). 
. Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numéros parce qu'ils n'é- 



(*) Théorie analytique des probabilités s f^fS^t icji. 
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taieot.pas sortis depuis long-leinps^ d'autres choisiflsaieDt ^ aa coa- 
traire, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux préférences étaient 
également mal fondées : quoique, par exemple > il y eût une probabi- 
lité très approchante de la certitude et égale à i — f^ , ou à peu près 

o,997,qu'un numéro déterminé sortiraitau moins une fois dans loo tira- 
ges successifs ; si cependant « il ne 6Cit pas sorti dans les 88 premiers, la 
probabilité de sa sortie da ns les 1 2 derniers aurait toujours été à peu 

près -, comme pour tout autre numéro déterminé. Quant aux numéros 

dont la sortie avait été plus fréquente que celle des autres , cette cir* 
constance ne devait être considérée que comme un effet du hasard , 
compatible avec l'égalité évidente de chance de tous les numéros à cha- 
que tirage. A tous les jeux de hasard où les chances égales ou inégales 
sont connues d'une manière certaine, les événements passés n'ont au- 
cune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les 
combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain 
ni diminuer la perte , qui résultent de ces chances d'après la règle du 
numéro précédent. 

Dans les jeux publics de Paris, l'avantage du banquier à chaque 
coup est peu considérable : au jeu de trente^-et-quarante par exemple, 
il est un peu au-dessous de onze millièmes de chaque mise (^); mais à 
raison de la rapidité de ces jeux et du grand nombre de coups qui se 
jouent en peu d'heures, il en résulte pour le banquier des bénéfices as- 
surés, à peu près constants chaque année, et sur lesquels il peut payer 
annuellement cinq à six millions k l'administration publique, qui lui en 
concède le monopole. Ils sont encore plus préjudiciables que la loterie 
ne pouvait l'être ; car l'argent qu'on y joue dans la capitale seulement 
s'élève chaque année à plusieurs ceutaines de millions, et surpasse de 
beaucoup celui que Ton mettait à la loterie dans la France entière. 
Ce n'est pas ici le lieu de discuter les raisons que l'on a coutume de don- 
ner pour la conservation des jeux publics; je n'ai jamais pu les trouver 
bonnes; et il devrait suffire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de 



C*'} Voyez sur les chances de ce jeu, le mémoire que j'ai inséré dans le journal 
de M. Gergonne ; tome XVI, n« 6 ; décembre iSaS. 
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malheurs et peut-être de crimes , pour que radministratioii les interdit 
au lieu de partager les bénéfices qu'ils procurent, avec les hommes aux- 
quels elle en vend le privilège (^). 

(a3)« Le produit d'un gain et de la probabilité de l'obtenir est ce qu'on 
appelle \ espérance mathénatique de chaque personne intéressée dans 
une spéculation quelconque. Si ce gain est 60,000 fr. , par exemple ^ 

et que ^ soit la chance de l'événement auquel il est attaché, la per- 
sonne qui devra recevoir cette somme éventuellement , pourra 
considérer le tiers de 60^000 fr., comme un bien qu'elle possède, et 
que Von devrait comprendre dans l'inventaire de sa fortune ac* 
tuelle. 

En général, si quelqu'un doit gagner une somme g à l'arrivée d'un 
événement E, une somme g' à l'arrivée d'un autre événement E^ etc., 
et que les chances de ces événements soient^, p'^ p^', etc. , son espérance 
mathématique aura pour valeur la somme gp^g'p* '^^p' +etc. Lors- 
qu'une ou plusieurs des quantités g , g\ g^, etc., exprimeront des pertes 
que cette personne aura à craindre, on leur donnera le signe — dans cette 
somme, en conservant le signe -f- à celles qui sont des gains éven- 
tuels. Selon que la valeur totale de l'espérance sera positive ou néga- 
tive, elle représentera une augmentation ou une diminution du 
surplus de la fortune, et devra être comprise actuellement parmi les 
créances ou les dettes , si Ton ne veut pas atteîidre l'issue des évé- 
nements. Il est bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront 
avoir lieu qu'à des époques éloignées de celle que Ton considère, il 
faudra les escompter pour les convertir en valeurs actuelles, indé- 
pendamment de leur éventualité. Si g ne doit être payé, à la per-* 
soùne dont on évalue la fortune , que dans un nombre n d'années , 
g' dans un nombre n', etc., ces quantités valent aujourd'hui gf fff 
fl'f etc., divisées respectivement par les puissances n, n'^ n", etc.; 
de I -f- 8» en désignant par fl le taux de l'intérêt annuel. Par consc* 
quent, si l'on appelle 6 la partie de cette fortune qui résulte de l'es* 



C*') Ce numéro de mon ouvrage était écrit avant que la dernière loi de finance 
eût benieusement prohibé les jeux de hasard à partir du i** janvier i838. 
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pérance mathématique de cette personne » on aura 

Pour se charger des gains et pertes que les événements amèneront ^ 
i est la somme qu'une autre personne devrait payer aujourd'hui à 
celle-là , ou recevoir d'elle , selon que cette^quantité é est positive ou 
négative. 

Le calcul des rentes viagères sur une ou plusieurs têtes , des assu- 
rances sur la vie , des pensions , est fondé sur cette formule et sur les 
tables de mortalité j ainsi qu'on peut le voir dans les ouvrages qui 
traitent spécialement de ces questions. 

(24)- Comme l'avantage qu'un gain procure à quelqu'un dé- 
pend de l'état de sa fortune, âa a distingué cet avantage relatif, 
de l'espérance mathématique, et on Fa nommé espérance morale. 
Lorsqu'il est une quantité infiniment petite, on prend son rapport à 
la fortune actuelle de la personne , pour la mesure de l'espérance mo- 
rale, qui peut d'ailleurs être positive ou négative, selon qu'il s'agit 
d'une augmentation ou d'une diminution éventuelle de cette for- 
tune. Par lé calcul intégral , on déduit ensuite de cette mesure des 
conséquences qui s'accordent avec les règles que la prudence indique 
sur la manière dont chacun doit diriger ses .spéculations. On a aussi 
trouvé, dans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer, 
même èjeu égal, qui ne sont peut-être pas les meilleures que l'on 
puisse donner. L'argument sans réponse contre le jeu, quand il a cessé 
d'être un simple amusement, c'est qu'il ne crée pas de valeurs^ et que 
les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans 
le malheur et quelquefois la ruine de ceux 'qui perdent. Le commerce 
est aussi un jeu, en ce sens que le succès des spéculatioqs les plus 
prudentes, n'a jamais qu'une forte probabilité, et qu'il reste toujours 
des chances de perte que l'habileté et la prévoyance peuvent seulement 
atténuer; mais il augmente la valeur des choses par leur transport 
d'un lieu dans un autre ; et c'est dans cet accroissement de valeur que 
le commerçant trouve son bénéfice, en procurant aussi un avantage 
aux consommateurs. 

(25). La règle du n* 21, quelque simple et naturelle qu'elle soit, 
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xlonne lieu cependant à nna difficulté dont on s'est autrefois beaucoup 
occupe. ^ 

Deux personnes A et B jouent k croix et pile; les conditions du jeu 
sont : I *. que la partie se terminera lorsque croix arrivera ; 2». que B 
donnera k A deux francs si croix arrive au premier coup , quatre francs 
s'il arrive au deuxième coup,... et généralement 2" francs si croix 
arrive au /i""' coup; 3*. que la partie sera nulle si croix n'arrive 
pas dans les m premiers coups, limitation sans laquelle la partie 
pourrait être interminable. On suppose que la pièce n'a aucune ten- 
dance à retomber plutôt sur une fiice que sur l'autre , de sorte qu'à 

chaque coup, la chance d'amener crûix soit - comme celle d'amener 

pile. Il s'ensuit que — sera la probabilité que croixarrivera au/t"'"coup 
sans qu'il ait paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu'on amène 
pile n — I fois de suite, ce qui a -^r; pour probabilité ; et que l'on amène 

cwix au coup suivant , autre événement dont la probabilité est - . Par 
conséqueni, la probabilité que croix arrivera au n^*^' coup pour la pre- 
mière fois , aura le produit de -^^ et de -, ou — pour valeur. Dans ce 

cas, A recevra s' francs; ce qui donne un franc pour la valeur corres- 
pondante de son espérance mathématique ; et comme elle est la même 
pour chacun des m coups dont la partie peut se composer, il s'ensuit 
que la valeur entière de l'espérance mathématique de A sera un franc 
répété m fois. Pour que le jeu fût égal , A devrait donc donner m 
francs à B, c'est-à-dire mille francs, un million de francs, si la partie 
pouvait durer jusqu'à mille coups, un million de coups, et même une 
somme infinie , si elle pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant, 
il n'y a personne qui exposât une somme un peu considérable , mille 
francs par exemple, à un pareil jeu. Ici la règle de l'espérance mathé- 
matique parait donc en déBiut; et c'est pour lever la difficulté que nous 
signalons, que l'on a imaginé la règle de l'espérance morale et sa me- 
sure. Mais on doit remarquer que cette difficulté tient à ce que, dans les 
conditions du jeu, on a fait abstraction de la possibilité pour B, de 
payer toutes les spmnies que les chances du jeu pourront valoir à A- 

10 
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Quelle cfue grande qu'on la suppose , la fortune de B est nécessaire- 
ment limitée; si donc on la désigne par un nombre b de francs. A* ne 
pourra jamais recevoir une somme plus grande que b; ce qui diminue, 
dans un très g^and rapport , son espérance mathématique. 
En effet, on aura toujours 

* = 2^{i + h); 

S étant un nombre entier, et h une quantité positive et plus petite 
que Tunité. Si Ton a C )> m, ou seulement ^ s m, B pourra payer 
toutes les sommes qui échoiront à A; mais dans le cas de £ <i^f B ne 
pourra plus les payer, lorsque croix arrivera pour la première fois au- 
delà des Ç premiers coups. L'espérance mathématique de A sera 
donc € pour ces premiers coups; mais au-delà, c'est-à-dire pour les 
m — € coups suivants, elle se réduira à la somme constante b ou 

2^(i + h), multipliée par leurs probabilités respectives, depuis -^ • ^ 

jusqu'à — . En désignant donc par ê la valeur complète de Fespérance 

mathématique de A, ou ce qu'il doit donner à B pour que le jeu 
soit égal, on aura 

ou, ce qui est la même chjse, 

e = g+(. + A)(i-^,); 

quantité qui n'est plus croissante avec m, et qui est, au contraire, 
à très peu près indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement à 

quand il est très grand. Or, la fortune de B ne peut jamais être assers 
grande pour que S cesse d'être un nombre peu considérable; et, consé- 
quemnient, A ne doit exposer au jeu dont il s'agit, qu'une somme peu 
considérable, comprise entre ff+ï ^^ 6-^2. Si l'on suppose que B soit 
un banquier qui possède cent millions e francs, on trouvera 26pour- 
la plus grande puissance de 2 comprise dans b, c'est-à-dire pour le 
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nombre €; en sorte que A aurait réellement du désavantage à parier 
28 francs ou plus, contre le propriétaire de cette fortune colossale. 

La règle de Tesperance morale , appliquée à cette question (^) , cou- 
duit 11 une fixation différente de la somme que A peut jouer, et que 
Ton trouve alors dépendante de la fortune de A et non de celle de B; 
mais il me semble qu'à ce jeu, c'est la possibilité d'être payé intégra- 
lement par B, qui doit limiter la somme que A doit lui donner avant 
que le jeu commence. 

(a6). Je terminerai ce chapitre par quelques remarques sur Tin- 
fluence d'une chance favorable à un événement , sans qu'on sache le- 
quel ^ et qui augmente toujours, comme on va le voir, la probabilité 
de la similitude des événements dans une série dVpreuves. 

Au jeu de croix et pile^ par exemple, il y a toujours lieu de croire 
que la pièce, d'après sa constitution physique, a une tendance un peu 
plus grande à tomber plutôt sur une face que sur l'autre; nynis on 
ignore à priori , si c'est croix ou pile dont l'arrivée est favorisée par 
cette circonstance; or, cela n'empêche pas qu'elle n'augmente la pro- 
babilité que ce sera la même face qui arrivera plusieurs fois de 
suite. 

Four le faire voir, désignons par î (1 + <^) la chance relative à la 
&ce que la constitution de la pièce favorise, et, conséquemment , 
par ^ (i — cT) celle de l'arrivée de l'autre face; de sorte que J^ soit une 
petite fraction positive dont la valeur est inconnue, et de sorte aussi 
que l'on ne sache pas laquelle de ces deux chances inégales appartient 
à croix ou à pile. Si Ton doit jouer un seul coup, on n'aura aucune rai- 
son de croire que la face choisie par l'un des joueurs soit la plus on 
la moins fiivorisée; la probabilité de son arrivée sera doncl, comme 
si S" était zéro. Mais si l'on doit jouer deux coups ^ il y aura de l'avan- 
tage îi parier pour la similitude des deux faces qui arriveront. En effet, 
quatre comKinaiâms pourront a^r lieu : deux pour la similitude ^ 
croix- croix et pite*pile; deux povr k dipsimrilitiide , craix^pHe et pile- 
croix. Les chances des deux premières seront les carrés de 7 (1 -f" ^) 
eki{i — ^); la probabilité qve Ynue de ces combinaisons aura fieu 
sera donc, d'après la règle du n® 10, la somme de ces carrés, ou 



(^ Tlkéonc analytique âtM probabilités y page 43g« 

lO.. 
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j (i + ^*)- Les chances des deux autres corabiuaisons seront égales 
entre elles , et exprimées chacune par le produit de 7( i +J^) et 7 ( t — J") ; 
leur somme , ou la probabilité de la dissimilitude , aura donc 7(1 — J"*) 
pour valeur; laquelle est moindre que celle de la similitude ^ dans le 

rapport de la différence i — /• à la somme i + J^*, ou de i ^^ 

à l'unité. Si A parie un franc pour la similitude, et que B parie contre, 
il faudra , pour i^ndre le jeu égal, que B parie un franc diminué de la 

fraction -^j^ > c'est-a-dire à peu près 98 centimes, si Ton avait J^ = — , 

par exemple. 

Lorsque la pièce devra être projetée trois fois de suite, huit combi-^ 
naisons différentes pourront avoir lieu : trois fois croix et trois fois pile 
seront celles de la similitude; les six autres lui seront contraires , sa- 
voir, trois composées de deux fois croix et une (oispilcj et trois com->- 
posées^le deux (oh pile et une fois croix. En supposant qu'on eut exac- 
tement J^ = o , les chances de ces huit^combinaisons seraient égales 
entre elles, et, par conséquent, A pariant toujours pour la similitude, 
sa mise devrait être le tiers de celle de B. Mais J" n'étant sans doute 
pas zéro, cette proportion des mises donnerait à A un avantage encore 
plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet , la 
probabilité de la similitude sera la somme des cubes de i ( k 4~ ^) 
et 7 (i — ^)^ qui se réduit à ^ (i -f- ScT*); en la retranchant de l'u- 
nité, on aura immédiatement celle de la dissimilitude ou de l'événe- 
ment contraire, qui aura ainsi | f i — «T*) pour valeur; laquelle est 
moindre que le triple de la précédente , dans le rapport de l -— J ' 

à I +5J^* ou de I ^- !L\U ^ l*«°îté, c'est-à-dire dans un rapport 

plus désavantageux que celui de I 'JTF^ ^ Tunité. On étendra sans 

dif^culté ce raisonnement à plus de trois épreuves ,' et si Ton veut , 
à d'autres jeux où il y ait pluis de deux événements possibles, dont 
les chances inconnues peuvent être inégales. 

Quand deux personnes jouent ensemble, à un jeu où l'habileté 
peut quelque chose sur le résultat , il n'est pas vraisemblable qu'elles 
soient également habiles; et cela étant, sans connaître la personne 
qui joue le mie;ux , il faut parier que ce sera un même joueur qui 
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gagnera les deux premières parties. Mais lors même que l'oa con* 
naîtra le joueur le plus habile » on n'aura pas toujours de l'ayan- 
tage à parier que ce sera lui qui gagnera ces deux parties; car, sut 
quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois 
contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fût la plus pro- 
bable, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres en- 
semble. 

En général, soit p la probabilité connue d'un événement E de nature 
quelconque 9 et q celle de l'événement contraire F, de sorte qu'on ait 
P + 9 ^ I • Supposons , en outre , qu'une cause quelconque . puisse 
augmenter la chance de l'un de ces deux événements, sans qu'on sache 
lequel, et diminuer en même tempscellede l'autre, d'une fraction incon- 
nue a. Daignons par « la probabilité que sur un nombre m d'épreu- 
ves, ce sera le même événement, E ou F, qui arrivera constamment. Si E 
est l'événement favorisé par la chance inconnue, la probabilité de la si* 
militude de m événements successifs, sera, d'après la règle du n* 10 ^ 

car elle pourra avoir lieu de deux manières dilTérentes , c'est-à-dire , 
selon que E ou F arrivera à toutes les épreuves. Si, au contraire, c'est 
F qui est l'événement favorisé, la probabilité de la similitude de m évé- 
nements successif aura pour expression 

(/>-«)•+(? + •)-. 

Or, puisque Ton ignore quel est celui des deux événements E et F dont 
la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valeurs diflerentes de 
la probabilité qui répond à la similitude , sont pour nous également 
possibles ; la probabaité de chacune d'eUes est donc i; et, toujoure par 
la règle du n* 10, la somme de ces deux valeurs multipliées par i, est la 
probabilité totale de la similitude. Par conséquent, on a 

^=i(i'^-*)-+i(9-«)-^-U/'-«)-^-Kî^-«^ 

ou , ce qui est la même chose , 
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en faisant , pour abréger, 

P^ , Htm— I . ^ ^ , m.m — I .wi — 2.m — 3 « ^ * . 
=/^+ -rr-/' • + nx4 f^"^ "»- «*c-' 

Q^ , ïn,Tn''-^i «... wi.fTi — I ,F?i — 2.?if — 3 ^ , , 
=9*+ -rrr -9" ••H rxir «^~ * + **''' 

Si la chance ambiguë n'existait pas, c est*à-dire, si l'on avait a =s: o, la 
probabilité de la similitude serait simplemeot />*" + 9" ; toute cause qui 
accroît la chance de l'un des deux événemûnts contraires E et F, sans 
qu'on sache lequel, augmente donc au6si la probabilité âa la similitude 
des événements dans une série d'épreuvesi puisqu'elle rend la valeur 
de V évidemment plus grande que/»**f- f"*. 
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CHAPITRE II. 



Suite des règles générales; probabilités des causes et des é^^énements 
future ^ déduites de l'observation des és^énements passés , 

(27). Dans le chapitre précédent^ les règles que nous ayons considé- 
rées supposaient données les chances de certains événements, et avaient 
pour objet d'en déduire les probabilités d'autres événements composés 
des premiers. Dans celui-ci , on exposera les règles qui servent à cal- 
culer les probabilités des causes, d'après les événements observés, et, 
par suite, celles des événements futurs. Mais auparavant , il convient 
d'expliquer le sens précis que nous donnerons a ce mot cause ^ et qui 
n'est pas le même que celui qu'il a dans le langage ordinaire. 

Quand on dit communément qu'une chose est la cause d^unc autre, 
on attribue à la première \q pouvoir de produire nécessairement la se- 
conde, sans vouloir toutefois, exprimer par-là que l'on connaisse la 
nature de cette puissance, et comment elle s'exerce. Nous reviendrons 
à la Hn de ce chapitre sur cette notion de la causalité. Il nous suffit, 
quant à présent, de dire que le mot cause a, dans le calcul des proba- 
bilités , une signification plus étendue : on y considère une cause C, 
relative à un événement quelconque E, comme étant la chose qui 
donne à l'arrivée de £, la chance déterminée qui lui est propre; dans 
l'acception ordinaire du mot , C serait la cause de cette chance, et non 
de l'événement même ; et quand E arrive eflfectivement , c'est par le 
concours de G avec d'autres causes ou circonstances qui n'influent pas 
sur la chance propre de cet événement. Si p est cette chance, connue 
ou inconnue, et distincte en général de la probabilité, C donne en même * 
temps la chance i — p\k l'événement contraire F : dans le cas Aepz=. i , 
la chose G produit nécessairement l'événement E, et en est la cause 
proprement dite; dans le cas de p s= o, elle est celle de F. 
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L ensemble des causes qai concourent à la production d'un événe- 
ment sans influer sur la grandeur de sa chance^ c'est-à*dire, sur le 
rapport du nombre de cas favorables à son arrivée au nombre total 
des cas possibles , est ce qu'on doit entendre par le hasard. Ainsi y 
par exemple, aux jeux de dés^ révëneraent qui arrive à chaque coup, est 
la conséquence du nombre des faces, des irrégularités de formes et 
de densité que le iie peut présenter, et des agitations nombreuses qu'on 
lui fait subir dans le cornet. Or , ces agitations sont des causes qui 
n'influent nullement sur la chance de l'arrivée d'une face déterminée ; 
elles ont pour objet de faire disparaître Tinfluence de la position du 
dé dans le cornet ayant ces mouvements, dans la crainte que cette 
position initiale ne soit connue de l'un des joueurs ; et quand ce but est 
atteint, la chance relative à l'arrivée de chaque face, ne dépend plus 
que du nombre des faces , et des défauts du dé qui peuvent rendre les 
chances inégales pour les faces différentes. On dira qu'une chose est 
faite au hasard , lorsqu'elle est exécutée sans rien changer aux chances 
respectives des divers événements qui peuvent arriver. Une urne ren- 
fermant des boules blanches et des boules noires , on en tirera une 
bople au hasard, si l'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur 
de l'urne avant d'y porter la main : en supposant toutes les boules 
d'un même diamètrej la chance d'amener une boule blanche ne pourra 
évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nom- 
bre de boules noires; et l'on démontre qu'elle est égale au rapport du 
premier de ces deux nombres à leur somme* 

La cause C peut être une chose physique ou une chose morale : au 
jeu de croix et pile^ c'est la constitution physique de la pièce qui 
donne une chance généralement peu différente de f à l'arrivée de croix 
ou à celle de pile; dans un jugement criminel, la chance de la vérité 
ou de l'erreur du vote de chaque juré est déterminée par sa moralité, 
en comprenant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelques- 
fois la cause C résulte du concours d'une chose morale et d'une chose 
physique : par exemple , dans chaque espèce de mesures on d'observa- 
tions, la chance d'une erreur de grandeur donnée, dépend de l'habileté 
de l'observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de Fins- 
trament dont il fait usage. Mais, dans tous les cas, les diverses causes des 
éyénements sont considérées, dans le calcul des probabilités, indépen^ 
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darnment de leurs nature particulière et sous le seul rapport de 
la grandeur des chances qu'elles produisent; et c'est pour cela 
que ce calcul s'applique également aux choses morales et aux cho- 
ses physiques. Toutefois , dans la plupart des questions, la chance 
que détermine une cause donnée C n'est pas connue à priori , et la 
cause même d'un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue : 
si la chance est constante, on la détermine, comme on le verra par la 
suite, au moyen d'une série d'épreuves suffisamment prolongée ; mais 
dans le vote d'un juré, par exemple, la chance d'erreur varie d'un juré 
à un autre, et sans doute, pour un même juré, dans les différentes 
affaires; et la répétition des épreuves , pour chaque juré et chaque es- 
pèce d'affaires, étant impossible , ce n'est pas la chance d'erreur propre 
à un juré que Ton peut déduire de l'observation, mais bien, comme on 
le verra par la suite, une certaine probabilité , relative à l'ensemble des 
jurés de tout le ressort d'une cour d'assises, et qu'il lui suffira de connaître 
pour la solution des problèmes qui sont l'objet spécial de cet ouvrage. 
Il y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en 
se combinant avec le hasard, un événement donné E ou l'événement 
contraire F; avant que l'un ou l'autre de ces deux événements ait eu 
lieu , chacune de ces causes a une certaine probabilité , qui change 
après que E ou F a été observé ; or, en supposant connue la chance 
que chacune des causes possibles donnerait, si elle était certaine, à 
l'arrivée de E ou de F, nous allons déterminer d'abord les probabilités de 
toutes ces causes après l'observation, el ensuite la probabilité de 
tout autre événement futur, dépendant des mêmes causes que E et F. 
(:28). Soit donc E un événement observé. On suppose que son ar- 
rivée peut être attribuée à un nombre m de causes distinctes, que ces m 
causes sont les seules possibles, qu'elles s'excluent mutuellement, et 
qu'avant l'observation , elles étaient toutes également probables. L'ar- 
rivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables ; il 
s'agit de déterminer la probabilité de chacune d'elles, r&ultante de 
l'observation; ce qu'on fera au moyen du théorème suivant. 

La probabilité de chacune des causes possibles d'un événement observé 
est égale a celle que cette cause donnerait à l'événement , si elle était cer- 
taine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui ré- 
sulteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut l'attribuer. 

II 
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Ainsi, appelons 

les m causes possibles de révenement E; soient 

Pî9 P^9 PSJ' • 'Pmj • • •Pm J 

les probabilités connues de son arrivée, relatives à ces diverses causes ; 
de nianièi^ que p. exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la 
cause C. était unique, ou, ce qui est la même chose, si elle était certaine, 
ce qui exdurait toutes les autres. Désig^ns ensuite par 

les probabilités inconnues de ces méfnes causes; en sorte que v, soit 
la probabilité de la cause C. , ou , autrement dit , la probabilité que 
c'est à cette cause qu'est due l'arrivée de E. Il s'agira de prouver qu'on 
doit avoir 



Pt +P% +P3 + . • . +Pm + . . . +Pm 

Or, quel que soit l'événement E, on peut l'assimiler, pour fixer les 
idées, à l'arrivée d'une boule blanche, extraite d'une urne qui conte- 
nait des boules de cette couleur et des boules npires. On supposera , 
pour cette assimilation^ qu'il y avait un nombre m de semblables urnes 

Al, Ag, A), • . .An , • . • A„, 

dont la boule blanche a pu sortir, et telles que dans Tume quelcon- 
que A« , le rapport du nombre de boules blanches au nombre total de 
boules, soit égal à la fraction p^. Chacune de ces urnes sur lesquelles la 
main a pu se porter au hasard pour en extraire la boule blanche, re- 
présente une des causes de son arrivée 3 l'urne A. répond à la cause C.; 
et la question consiste à déterminer la probabilité que la boule blan- 
che est sortie de A.. 
Pour cela, supposons que Ton réduise les fractions />,,/>«, /'s, etc., 

au n\éme dénominateur, et que Ion ait ensuite 

• « 

r» — ^y r« — '^^' * 'P" — ^T'* * ''^^ — ^ ' 
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fi et les nnmératears a,, ««, etc. , étant des nombres entiers. On ne 
changera rien à la chance de tirer une boule blanche de l'urne A. , en 
y remplaçant les boules qu'elle contient , par un nombre di. de boules 
blanches et un nombre fi de boules^ tant blanches que noires; et de même 
pour toutes las autres nroes* Le nombre total des boules étant actuelle- 
ment le même dans toutes ces umes^ il résulte du lemme du n^ lo^ que 
si on les réunit dans une même urne A, et que Ton donne le n* i à celles 
qui proviennent de A,, le n^ 2 aux boules provenant de A., etc., la pro- 
babilité 9, qu'une boule blanche extraite de l'ensemble de ces ur- 
nes A,, A», A3, etc., provient de A,, est la même que îa probabilité 
qu'une boule blanche sortie de A, portera le n* n ; laquelle a pour va- 
leur le rapport de «« à la somme des m quantités «,, «•', 013, etc., puis- 
que cette somme est tk nombre total des boules blanches qui seront 
contenues dans A, cM|ue dans cette somme, il y en aura un nombre as. 
qui portera le n* n. On aura donc aussi 



w. 



*l -+■ «a + «s + • • • +<%••• + *« 



quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes], avec 
l'eiqpression de w. qu'il s'agissait de démontrer. 

(rig). En calculant les probabilités de plusieurs événements succes- 
sifs, il faut non-seulement tenir compte de Tinfluence que peut avoir 
l'arrivée de l'un d'eux sur la chance de celui qui le suit (n* g) ; mais on 
doit aussi quelquefois avoir égard , dans l'évaluation de cette chance , 
aux probabilités des diverses causes de l'événement précédent, ou des 
différentes manières dont il a pu avoir lieu. C'est ce qu'on verra , par 
exemple, dans le problème suivant. 

Je suppose qu'on ait un nombre m d'urnes A, B, C^ D, etc., conte- 
nant des boules blanches et des boules noires, et que les chances d'ex- 
traire une boule blanche soient a , de l'urne A, 6 de B, c de G, etc. On 
tire au hasard une première boule de l'une de ceg urnes, puis une se- 
conde boule de l'une des urnes d'où la première n'est pas sortie , puis 
une troisième de l'une des urnes d'où les deux premières ne sont pas 
sorties, etc., c'est-à-dire, qu'après chaque tirage ^ on supprime Turne 
d'où la boule a été extraite. On demande la probabilité d'amener, de 

II.. 
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cette manière j un nombre n de boules blanches, dans un pareil nom- 
bre de tirages; n étant moindre que m ou égal à m. 
Faisons, pour abréger, 

[a + i + c-|-£f+ etc. = ^, , 

ab + ^^ + ^+ ic 4- MH- cd+ etc. = s^, 

abc + aW 4- bcd^ etc. = ^s > 

/ïôcrf -|- etc. = ^4 , 

etc. ; 

de sorte que .^i soit la somme des fractions a, b, c, dj etc., que s^ re- 
présente la somme de leurs produits deux à deux dont le nombre est 

-^ — ^^^^, que Si désigne la somme de leurs produits trois à trois dont 

le nombre est — — "" ' ~ > ^tc. La probabilit^d*amener une boule 

blanche au premier tirage, sera — J.. Si la boule blanche ou noire, 
extraite à ce tirage , est sortie de A, la probabilité d'amener une boule 
blanche au second tirage aura —-^ {s^ — a) pour valeur; cette pro- 
babilité sera — -^^^ (j,— 6), si la première boule est sortie de B; elle 

sera ^ ( j, — c\s\ la première boule a été extraite de Cj et ainsi 

de suite. De là et des règles des n°' g et lo, on conclut 

liîiZ=Jîl+ «Ç£i.=l*)+2d£im)^.etc., 

lîi — 1 • m— I m— 1 ' ' 

pour la probabilité complète de l'arrivée d'une boule blanche au se- 
cond tirage ; at, étant la probabilité que la boule extraite au premier 
est sortie de A, C la probabilité qu'elle est sortie de B, y qu'elle est 
sortie de C, etc. Or, ces probabilités tf , €, y 9 etc., ne sont point égales 
entre elles (*) : d'après ce qu'on a vu dans le numéro précédent , on a 

a j9 b c , 



(^) Faate d'avoir eu égard à cette circonstance, la solution de ce problème qui 
se trouve dans le n^ 17 de mon mémoire sur la /^n^po/tion des naissances des deux 
sexes, est inexacte, et j'en ai déduit une fausse conséquence. 
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ou a aussi , identiquement , 

a (î^, — a) + & (j, — b) +c(^, — c)H-ctc. = 2^.; 

la probabilité d'amener une boule blanche au second tirage deviendra 
donc; — -. De même, la probabilité d'amener une boule blanche 

au troisième tirage sera _ {s^^^a — b) , si les deux boules blanches 

ou noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A 

et B; cette probabilité sera ^ («^t*— ^ — c), si ces deux boules ont 

été extraites de A et C ; et ainsi de suite. Donc la probabilité d'amener 
une boule blanche au troisième tirage, aura pour valeur com- 
plète 

g, h, ky etc., désignant les probabilités que les boules extraites dans 
4es deux premiers tirages sont sorties de A et B, de A et C, de B et 
C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d'après le numéro pi^édent, 

g=-, A=— , Ar_— ,etc-, 

et comme on a identiquement 

ab (^, — a — b) + ac (x, —a — c) + *c(j. — b — c) -f- etc. = Sj, , 
la probabilité de Tarrivée d'une boule blanche au troisième tirage de- 
viendra 7— — W-* 

On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qu'on voudra. 
Il en résultera 

m' (m— i)*/ (m — a )*,'•■ •(m— n -H !)#,_,' 

pour les probabilités d'amener des boules blanches à chacun des n pre^ 
roiers tirages; la probabilité demandée sera donc le produit de ces n 
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. I 



fractions (n* 5), qui se réduit à - j., en faisant 



m (to — i)(m — 2). ...(m — n+i ) 

— — . — , __^_ 

1.3. 3.». A 



de sorte que fju soît le nombre des produite n k n des m lettres 
Uf b, c, dy etc. , desquels j. est la somme. 

On vérifie cette valeur- j,, en observant que chacun de ces pro- 
duits est la probabilité de tirer n boules blanches de n urnes déterrai- 
nées, prises parmi A , B, C, D/ etc. , et que^ par conséquent ^ la 
somme de taa« ces produits divisée par leur nombre est la probabilité 
d'extraire n boules blanches de /i de ces urnes « prises au hasard; la* 
quelle probabilité est évidemment la même que celle qu'il s'agissait 
d'obtenir. Dans le cas de tz =: tis, on a ft = i, et cette probabilité est 
j„, ce qui résulte immédiatement de la règle du n« 5. 

(3o). Maintenant, soit E' un autre événement, différent de E, mais 
dépendant des mêmes causes que Fou a désignées par C,, C^^ Cs, etc. 
Représentons par 

Ptf P %f • 'P uf - 'P m f 

les chances de E' relatives à ces diverses causes, de sorte quep'. soit la 
probabilité donnée que E' arriverait si la cause C. était certaine ; cette 
cause étant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée 
par ^. , l'arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement com- 
posé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux probar 
bilités (n* 5). De plus, la probabilité complète de E' sera la somme des 
chances relatives aux m manières différentes dont cet événement peut 
avoir lieu (nMo), c'est-à-dire, la somme des valeurs de />', <r, qui se 
rapportent aux m causes possibles C^, C^, C»» etc.„ de E et de E\ En 
désignant par 9' cette probabilité complète de E' , nous aurons donc 

ou bien, en mettant pour^., 4r«, etc., leurs valeurs, 

^' PtPLirtiEiEJ + y +P« p'« + * > » +PmP'm 

Pi +/>. + • . • +Pa + •• • +Pm 
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Telle est la formule qni sert a calculer la probabilité des ëvéoonents 
futurs, d'après l'observatîoD des éTénements passés. On parvient aussi 
à la méoie expression, saas riutennédiaire des causes communes à E 
et E", en les considérant comme deux événements composés qui dé- 
pendent d'un même événement simple; les raisonuements qui nous y 
ont conduits, s'appliqueraient également à cette antre manière d'efiTÎ* 
sager la question; mais on peut, si l'on veut, la faire rentrer immé^ 
diatement dans la précédente. 

En effet, si E et £' sont deux événements composés d'un même 
événement G, et que G soit susceptible de différentes dianoes 

toutes également probables avant que l'événement E ait été observé, 
on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de E et 
de E'; en prenant donc g, pour la cause que l'on a appelée précédem- 
ment €, , la probabilité de g, sera la valeur de «. que nous avons 
trouvée, c'est*à-dire que nif„ sera la probabilité que la chance de G 
est égale à g, : Texpression précédente de ^' sera ensuite la probabilité 
de Farrivée de R , résultante de m valeurs possibles de la chance de G. 
Dans cette formule, p^ et//, exprimeront les probabilités données des 
arrivées de E et E' , si g. était certainement la chance de G. 

(3i). On ne doit pas oonfiotidre cette détermination de la pro^ 
habilité de E', d'après l'observation de E, avec une influence quel* 
conque de l'arrivée des événements passés sur celle des événe- 
ments (uturs, qu'il serait absurde de supposer. Si je suis sûr, par 
exemple, qu'une urne A renferme trois boules blanches et une boule 
noire, il est certain pour moi que la chance de l'extraction d'une 

boule blanche est 7; par conséquent, si E' est la sortie de deux bou- 
les blanches tirées de A , en y remettant la première boule qui sera 
extraite > la chance de E' sera le carré de 7 ou -^^quel quesoitl'événe- 

ment E que j'aurai pu observer ; et en supposant que £ soit la sortie 
d'un certain nombre de houles blanches , et d'ua certain nombre de 
boules noires , extraites successivement de A et femises à chaque fois 
dans cette urne, je devrai toujours, sans avoir égard k la prc^iortion 
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de ces deux nombres, parier 9 contre 7 pour Tarrivé de E'. Mais lors- 
que la chance de révénement simple G ne m'esl pas connue, et que je sais 
seulement qu'elle n'est susceptible que de certaines yalenrs , l'observa- 
tion de E me fait connaître la probabilité de chacune d'elles, d'où je 
conclus ensuite la probabilité de E^ Cette observation augmente ou di- 
minue la raison que j'avais de croire à l'arrivée de E', sans influer au- 
cunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est pro* 
pre; de telle sorte que pour quelqu'un qui aurait observé un autre 
événement E. , dépendant du même événement simple G , la raison de 
croire à l'arrivée de E^ pourrait être beaucoup plus forte ou beaucoup 
moindre que pour moi; ce qui ne changerait rien à la chance propre deE^ 
Relativement à ce cas de deux personnes, dont l'une a observé un 
événement E, et Tautre un événement E,, composés tous les deux d'un 
même événement G, il ne faut pas oublier que si E. comprend E et 
quelque chose de plus, l'opinion de la seconde personne sur l'arrivée 
d'un nouvel événement E', dépendant aussi de G , sera plus éclairée 
que celle de la première personne, et devra être adoptée préférablement 
( n* I )• En supposant que l'observation de E| ait conduit à une proba- 
bilité k de l'événement futur E^, et celle de E à joflxe probabilité h du 
même événement , la seconde personne, sera plus fondée à parier k 
contre i — A: que la première h contre i— /<, pour l'arrivée de E'; quelles 

que soient d'ailleurs les fractions h et k, plus grandes ou moindres que -, 

et la diflerence A— A:, positive ou négativç. 

(52). Il est bon, avant d'aller plus loin, de donner quelques exemples 
simples de l'usage des expressions précédentes de ^. et nsr% que nous 
mettrons d'abord sous la forme abrégée : 

la caractéristique 2 indiquant une somme qui s'étend aux m valeurs de 
l'indice n, depuis /i= i jusqu'à ns=m. 

On sait qu'une urne B renferme m boules blanches ou noires; on en 
a tiré une blanche; et l'on demande la probabilité qu'elle contenait un 
nombre n de boules de cette couleur. 

Nous pouvons faire sur les nombres de boules blanches que l'urne 
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contenait ^ m hypothèses différentes qui consistent k supposer succes- 
sivement qu'elle renfermait m boules blanches^ m— i boules blanches 
et une noire, m— a boules blanches et deux noires, • « • une boule blan- 
che et m-^i noires. Toutes ces hypothèses étant également possibles 
et s'excluant mutuellement, on peut les prendre pour les m causes C. , 
C., C9, etc., de Tévénement fi, qui est ici l'extraction d'une boule 
blanche, sortie de B. Or, dans la supposition que parmi les m boules cou* 
tenues dans B, il y avait n boules blanches, la probabilité de cette 
extraction serait le rapport de n à /n, on a donc 



71 



d'où l'on conclut 



^P-r^U^+^h 



et, par conséquent, 



2/1 



m(m+i)* 



pour la probabilité que B contenait effectivement n boules blanches. 
Elle ne peut être 7 que quand on a m = /i = 3. En général , la pro- 
babilité que B ne contienne que des boules blanches, ou qu'on ait 

71= m, après qu'on en a vu sortir une boule de cette couleur, aura . 

pour valeur. 

Si E' est l'extraction d'une nouvelle boule blanche de B , sa proba- 
bilité «' sera différente , selon que la boule blanche déjà sortie aura 
été ou n'aura pas été remise dans cette ume« 

Dans le premier cas , on aura 

p'. = p,z=^, •S.p,p', = ^ Xn« ; ; 



m ' * -1 - mr 



mais on a, comme on sait. 



n(/i+ I) m(in + i)(m + a) ^yj_ '»('»4-i) . 

1*2 1.2.3 ^ 1.2 * 



\2 
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d'où l'oo déduit 

1.2 i.a.3 ■ 



et; en consëqueoce, 



f 2yii4- i 

3m 



Dans le second cas, le nombre de boules blandies et le nombre total 
de boules que B renferme, étant diminués d'une unité à la seconde 
épreuve, on aura 

on aura toujours 

et à cause de 

^n(n — i) (m— i) m{m+ i) 
i.a i*2.3 

on en cooclura 

■ 

La probabilité d'extraire une boule blanche d'une urne , d'où il est 
déjà sorti une bouie de cette couleur que Ton n'y a pas remise , est 
donc indépendante du nombre m ée boules blaticlies ou pi(HPes que 
l'urne renfermait, et toujours égale à f • La valeur de <Z9*' relative au 
premier cas se réduit aussi à cette fraction f , comme cela devait être , 
lorsque m est un nonïbre très grand et qu'on le considère comme 
infini. 

Sur un nombre quelconque m de boules blanches ou noires que B 
renfermait primitivement , si Ton savait qu'il en a été extrait m — i 

boules blanches , il y aurait la probabilité — ^— , que la boule restante 

est aussi blandie. On ne pourrait &ire alors que deux hypothèses C. 
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et C. I savoir : la supposition C^ que les m boules ëltiieât Uanehes, et 
la supposition Q qu'il y avait une seule boule noire. Dans la première 
hypothèse, la probabilité de Tévenement observé est la certitude; 
dans la seconde , cette probabilité, c'est-à-dire la chance d'extraire 
de B les m — i boules blanches est la même que celle d'y laisser la 
boule noire ; et comme , à priori^ la botile restante peut être égale- 
ment chacune des m boules contenues dans B, la probabilité que c'est la 

boule noire a — pour valeur. On a donc 



m 

I 



/>. = ï« p. 



m 



d'où il résulte 



pour la probabilité de la première hypothèse, ou, ce qui est la même 
chose , pour la probabilité que la boule restante dans l'urne soit blanche 
comme toutes celles qui en ont été extraites. Le cas de m sa i n'est 
pas compria dans cette valeur de v,, non plus que dans la seconde des 
deux valeurs précédentes de «t»'. , 

(33). Voici encore une application immédiate des formules précé- 
dentes, dans laquelle on ne connaît pas le nombre totfl de boules 
blanches ou noires que IWne B renferme; on sait seulement, par 
exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L'événement 
observé E est la sortie de x boules blanches f dans une série de n tit- 
rages où l'on a remis à chaque fois dans B, la boule blanche ou noire 
qui en était sortie. Si x n'est ni zéro, ni égal à /i, on ne pourra (aire 
sur les boules contenues dansB que trois hypothèses, savoir : Thypo- 
thèse C, d'une boule blanche et d'une noire , C« de deux boules 
blanches et d'une noire, C3 de deux boules noires et d'une blanche. 
Les probabilités de E qui répondent à ces trois causes distinctes, 
seront 

on , ce qui est k même chose , 

■ 

I 2* a"~* 



I— * 



1:1. 
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en faisant ponr abréger, 

on aura donc 

pour les probabilités de C, , C. , C,. En prenant pour révénement fu- 
tur E', l'extraction d'une nouvelle boule blanche, les probabilités 
de E' relatives à ces trois hypothèses seront 

p\ = i, p\ — h P's = i; 
par conséqueut, sa probabilité complète «s-' aura poyr valeur 






3" + a""*"* + 2'"""* 

Dans le cas de /i s= 2X^ on aura 



9' 



fsr^ = <Ws = 



8* 



9' + a.8'' 



•9*+ 2.8' *• 



La valeur de ^'est ^, comme cela devait être; caries boules blanches 
et noires étant sorties en même nombre de B , il n'y a pas de raison 
pour croire plutôt à l'arrivée d'une boule blanche qu'à celle d'une 
boyle noire dans un nouveau tirage. Néanmoins^ il faudra que 9' 
surpasse le double de 8*, ou que x soit plus grand que cinq, pour 
que l'on puisse parier plus d'un contre un ^ que le nombre de boules 
blanches est le même que celui des boules noires dans B, ou que 
cette urne renferme une boule blanche et une boule noire. La proba- 
bilité ^, de cette hypothèse diffère très peu de la certitude , lorsque a: 
est un très grand nombre. 
Si i est un nombre entier^ et qu'on ait x =c 2i et n = 3i ^ il en ré- 
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sultera 

quantité qui différera très peu de | , lorsque î sera très grand. En même 
temps, la probabilité ^. que B renferme deux boules blanches et une 
boule noire y différera aussi très peu de la certitude. 

Supposons encore que Ton ait n = 3^. La valeur correspondante 
de tm^ deviendra 

~ (27)' + (i6)'+(3a)' ' 

lorsque x sera très grand y elle se réduira à très peu près a ~ , et la 
probabilité Vj que B renfermera une boule blanche et deux boules 
noires, sera aussi à très peu près la certitude. 

Dans les trois cas où le nombre de tirages a été supposé très grand, 
on voit que la probabilité ^' de l'arrivée d'une nouvelle boule blan- 
che a eu pour valeur très approchée , le rapport du nombre des boules 
blanches sorties de B au nombre total des épreuves , et que , dans cha-- 
que cas, ce rapport a aussi été, avec une probabilité très appro- 
chante de la certitude, celui du nombre de boules blanches au 
nombre total de boules contemies dans B, c'es(«à-dire la chance propre 
de l'extraction d'une boule blauche de cette urne. On verra effective- 
ment, dans la suite, que quand un événement, d'une nature quelcon- 
que, a été observé un certain nombre de fois, dans un très grand 
nombre d'épreuves, le rapport du premier nombre au second est la 
valeur très probable et très approchée de la chance connue ou inconnue 
de cet événement. Dans l'exemple que nous considérons, cette chance 

ne pouvant être que - , ^ , ôt ^^ s'ensuit que les valeurs - = -, = 5, = ^ , 

sont aussi les seules qu'on doive supposer, avec vraisemblance , quand 
xein sont de très grands nombres. 

(34)« Nous avons supposé, dans ce qui précède, qu'avant l'arrivée 
de E toutes les causes C^, C^^ Cj, etc., auxquelles on peut attribuer 
cet événement étaient également possibles; mais si l'on avait à priori 
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quelque raison de croire plutôt a l'existence de l'une de ces causés qu^à 
celle d'une autre , il serait nécessaire d'avoir égard à cette illégalité des 
chances de C, , C^, Cs, etc., antérieures à l'observation, d^ns Téva- 
luation des probabilités que ces diverses causes ont acquises après 
l'arrivée de £« Cette nécessité est on point impartant de la thjéorie des 
probabilités, surtout dans la question: relative aux jugements des 
tribunaux, ainsi qu'on l'a expliqué dans le jpréambule de cet ouvctge. 
La démonstration du n^ 28 est d'ailleurs facile à étendre au cas général 
où les causes de E avaient , antérieurement à l'observation,, des proba- 
bilités quelconques dont les valeurs sont données. 

En effet, comme dans ce numéro, remplaçons l'événépcient £ par 
l'extraction d'une boule blanche qui a pu sortir de l'une des urnes A, , 
A. 9 A3, etc., et supposons d'abord que la sortie de chacune d'eUes a 
été également possible pour toutes. La probabilité qu'elle est sortie de 

l'urne A, sera ^ , en désignant toujours par/)« le rapport du nombre 

de boules blanches au nombre toial de boules contenues dans Â.^ et 
éiendant la somme 2 à toutes les urnes A,, A^, As, etc. Pomr d'autres ur- 
nes A^^ A.'', etc., comprises parmi celles-Ui, cette probabilité sera de 

même ^ j ^ , etc. ; d'après la règle du u* 10, la probabilité que la 

boule blanche est sortie de Tune dès urnes A», A«/ , A«„ , etc., sera la 
somme 

qui se réduira à l'une de ces fractions multipîltée par leur nom- 
bre, lorsque les quantités />„, /?,m Pm» j etc., seront égales entre 
elles. 

Cela étant, concevons que les urnes A| , A», A3, etc., se .composent 
d'un nombre a, d'urnes A, dans chacune desquelles/?, soit le rapport 
de la quantité de boules blanches à celle des boules blanches, oa noi- 
res , d'un nombre a^ d'urnes A, dans lesquelles ce rapport «lit p^^*:. 
et enfin d'un nombre ai d'urnes A; où ce mèmerâppcMrt soit /i|>; de ma-* 
nière que i exprime le nombre de ces groupes d'urnci^ semblables , et 
qu'en appelant s le nombre de toutes les urnes , nous a jons 

j = a, -f- tf^ *f- aj *f- • • • • *f- ^<. 
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La somme Zp. ëlendve à toutes les unies pourra être remplaeëe par 
celle-ci 2a^/i. qui s'ëfendra à tons les groupes, ou a toutes les valeurs 
de Tindice n , depuis »sa i jusqu'à fi= i. Si donc les urnes Aj, , A.' , 
A,i», etc,5 forment un des groupes et sont en nombre o^ , la probabilité 
que ia boule Manche extraite de Fune des s urnes , soit sortie de ce 

groupe , aura pour valeur le rapport -^ — , multiplié par «.; en sorte 

qu'en la désignant par ^r. , nous aurons 

9. 8= • 

Mais avant Tobservatioa, la probabilité que la boule blanche ou 
noire qui senit extraite, sortirait de ce même groupe , était évidem- 
ment — ; en la représentant par 9, , on aura donc 

7.= 71 ^•=*?»; 

et si Ton substitue ^ette valeur de a. dans celle de «zr,, et que Ton 
supprime le facteur s qui se^a irommun au numérateur et au dénomi- 
nateur , il en résultera 

Cela pasé , les différents groupes d'urnes que nous venons de con- 
sidérer, représentent toutes les causes possibles C., C., €3, etc., de 
l'événement E, dont le nombre est / , et qui étaient inégalement pro- 
bables à priori. La fraction 9, exprime la probabilité, avant Tobserva- 
tion , que l'événement qui arriverait serait dû à la cause C. ; après 
l'observation , ^. exprime la probabilité que l'événement E qui a eu 
lieu , a été produit par cette môme cause; et comme les causes C,, C«, 
C3, etc., s'excluent mutuellement, 7. et tr^. sont les probabilités, anté- 
rieure et postérieure k l'observation, de l'existence de cette cause . 
L'expression de ^. montre donc que la probabilité de chacune des 
causes possibles d'un événement observé , est égale au produit de la 
probabilité j. de cette cause avant Tobservatlon et de la probabilité/», 
qu'elle donnerait à cet événement, si elle était certaine, divisé par la 
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sOfnm£ ^mPm des produits semblables , qui se rapportent à toutes les 
causes auxquelles l'évenenient peut être attribue. 

La probabilité for' de 1 eveneaient futur E' qui dépend 'des mêmes 
causes que £, aura^ comme plus haut,.Z«.p's pour valeur , en em- 
ployant dans cette somme l'expression de ^^ que l'on /vient de ^déter* 
miner; ce qui donne 

(fSf ZSZ -—- ^. 

Supposons que E' soit aussi observé après E. Soit E' un troisième évé- 
nement dépendant toujours des mêmes causes; et désignons par /?%, la 
chance que la cause C., si elle était certaine, donnerait à l'arrivée fu- 
ture de E". La probabilité de cette cause était ^z^*. après l'observation de 
E et avant celle de E^; par la règle précédente^ elle est devenue 

^ f , après l'observation de E'; en mettant dans sa valeur celle 

de «2^,, elle devient ^^"^; et en la multipliant par p",, on aura la pro- 
babilité de l'arrivée de E'', en vertu de la cause C.. Par conséquent, si 

nous désignons par <29-' la probabilité complète de cette arrivée , nous 
aurons 

^/ ,-, ^ÇnPnp'»p''n , 
^mP»p'n ' 

expression qui se déduit aussi de celle de ^, par la substitution de/7\ 
au lieu de /?', et de p^^, a la place de /?«. Et , en effet , relativement à 
la cause C., ce produit />.p', est la chance de l'événement observé, 
c'est-à-dire, de la succession des événements E et E^ 

(55). Pour donner un exemple très simple de la règle précédente, 
qui pourra servir à en vérifier l'exactitude et la nécessité, je suppose 
que l'on trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont incon- 
nues , et qu'en en retournant une , on observe qu'elle est rouge. On 
ne pourra faire que deux hypothèses sur les couleurs de ces cartes : 
qu'elles sont toutes deux rouges, ou que l'une est rouge et l'autre 
noire. Si l'on ignore absolument d'où ces cartes proviennent , ces 
' deux causes hypothétiques de l'événement observé seront également 
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probables à priori; et après l'observation , la probabilité de la pre- 
mière hypothèse aura 7 pour valeur , comme ou Ta vu dans un des 

exemples du n^ 32 ; en sorte que Ton pourrait parier deux contre un, 
que la carte non-retoumée est rouge comme la carte retournée. Mais il 
n'en sera plus de même, si Ton sait, par exemple, que les deux cartes 
ont élé prises au hasaird dans un jeu de piquet , compose de seize cartes 
rouges et d'autant de cartes noires. Avant l'observation, on aura (n"" 18) 

__ 16.16 16.16 

pour les probabilités de la première et de la seconde hypothèse; on a^ 
en même temps , 



/>. = !, f'. = r; 



d'où Ton déduit 



9 = ?»^' -^ iË 

' ^•/'l + îa/'. 3i' 



pour la probabilité de la première hypothèse, après Tobservation ; de 
manière qu'au lieu de deui^ contre un , il y a, au contraire , moins de 
un contre un, et seulement 1 5 contre 16 à parier que la carte incon- 
nue est rouge comme celle qui a été retournée. Cette valeur de nv^^ se 
vérifie immédiatement ; car il est évident que la question est la même 
que si, après avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait la 
probabilité de tirer encore une carte rouge des 5 1 cartes restantes et 
qui n'en contiennent plus que 1 5 de cette couleur. 

En général , si Ton a un tas de m cartes dont a rouges et b noires , 
que Ton y prenne au hasard un nombre n de cartes, et qu'en re- 
tournant un nombre /z — « i de celles-ci , ou en trouve a' rouges et 
b' noires , on obtiendra, par la règle précédente, 



«' & — 6' 



^1 ^ ■:: — , . . 9 ^% =^ 



pour la probabilité ^r, que la 7/^' carte est rouge, et pour la probabt- 

i5 
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Irté «OTg qu'elle eA noire. Cette valeur de «, esi aosii , camne ceki dt^ 
vaitétre, la probabilité de tirer une carte rooge du tas primitif, réduit 
k 7»— n-f-i cartes, dont a-^al rouges, par Textraction de ^rouges 
et b^ norres. La valeur de ^« se vérifie de même ; à cause de a^h^s:nn 
et nf'^l/^ssn — i, on a daitteurs 4r, + 4rg2:sri. 

(36). La couséquenee générale de la règle du n* 34 » est que si deux 
évéoemenis E et E' dépendent d'une même cause ^ la probabilité de 
révénement futur E' ne résultera pas seulement de 1 eréoement ob« 
serve E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances 
antérieures à Tobservation que Ton pouvait avoir dur ce qui concerne 
la cause commune de E et £' ; de telle sorte que la probabilité de E' 
pourra étife diflGerente pour deux personnes qui avrout observé le 
même événement E, mais qui avaient auparavant des données di (Té- 
rentes sur la question. 

.De même, dans les questions de doute ou de critique auxquelles 
s'applique aussi le calcul des probabilités (n"* 3); lorsqu'il s'agira de 
savoir si un fait attesté par un témoin est vrai ou faux, on devra tenir 
compte , non-seulement de la chance d'erreur do témoin, mais^ encore 
de nos coianaissances antérieures à son témoignage. 

Ainsi, en «epré^eutant par p la probabilité que le ténM>in ne nous 
trompe pas, involontairement ou à dessein, et par q la probabilité de 
la vérité du fiait avant qu'il fût attesté par le témoin, sa probabilité 
après le témoignage dépendra de p et q, et se déterminera de la ma- 
nière suivante. 

L'événement observé est ici Tattestation d'un fait qui n'est point 
incontestable. Dan» la supposition qu'il est vrai , le témoiu ne nous 
trompe pas, etp est, par conséquent, la probabilité de l'événement Sa 
probabilité est i -— p dans l'hypothèse que le fait est faux, puîsqu'a- 
lors le témoin nous trompe. Avant le témoignage, q était la probabi- 
lité de la première hypothèse et i «— ^ celle de la seconde. En appe- 
lant r la probabilité de la première hypothèse, ou de la vérité du fait, 
après le témoignage qui l'atteste, on aura donc, par la règle du n^ 34? 






£2. 



Ou tire de là 
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ce qui montre que la différence r—q est de aiAme signe que p — j; 
d*où il résulte que le témoignage augmente ou diminue la probabilité 
de la vérité du fait, qui ayait lieu auparavant^ selon qu'on suppose 
^ > 7 ou /> < I : la différence est nulle et le témoignage ne change 
rien à la probabilité antérieure | dans le cas' de p = ^, où il y a'un 
contre un à parier que le témoin dit ou ne dit pas la vérité. Lorsque » 
à priori , on n'a aucune raison de croire plutôt h. la vérité qu'à la faus- 
seté du fait que le témoin atteste , la probabilité ^ est ^ ; il s'ensuit 
r^^p\ et, dans ce cas, la probabilité que le fait est vrai; ne dépend 
plus que de la véracité et des lumières du témoin. 

On ne peut pas supposer que Tune des deux quantités petq soit l'u- 
nité et l'autre zéro ; mais si p approche )>eaucoup de la certitude et que q 
approche encore plus de l'impossibilité, de manière que le raj^rtde q 
à I — *p soit une très petite fraction, la probabilité r sera aussi très 
petite , et à peu près égale à cq rapport* Cest Iç cas d'un &it contraire 
aux lois générales de la nature, et attesté par un témoin auquel oir accor- 
derait^ sans cette opposition, un grand degré deconfiance» Ces lois géné- 
rales sont pour nous le résultat de longues séries d'expériences; ce qui» 
leur donne, sinon une certitude absolue, du moins une très forte proba- 
bilité, encore augmentée par l'harmonie qu'elles présentent, et qu'au- 
cun témoignage ne saurait balancer/ Si donc le fait attesté est contraire 
à ces lois, la probabilité qu'il n'est point inexact sera à 1res peu près 
nulle avant le témoignage 3 et en supposant même le témoin de bonne 
foi , il suffira qu'il ne soit point infaillible pour que sa chance d'er- 
reur T — ^ soit extrêmement grande par rapport è cette probsbité an- 
térieure 9, et que la probabilité r, après le témoignage, puisse encore 
être considérée comme insensible* En pareil cas, il *^rait raisonna^ 
ble de rejeter notre propre témoignage, et d.e penser que noqs som- 
mes trompés par nos sens qui nous présenteraient comme vrai, quel- 
que chose de contraire aux lois de la nature. 

(57). Sgpposons que le fait dont nous venons de considérer la pro- 
babilité,' soit aussi «tteité par un açcond témoin^ daignons par p^ la 
probabilité que ce témoin ne nous trompe pas, et par^ la probabilité 
de la vérité du fait , résultante d« ilouble témoignage ; en observant 

i5.. 
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que la probabilité de la vérité de ce &it était déjà r, indépendamment 
de la seconde attestation , on en condura que Texpression 'de / doit se 
déduire de celle de r, par le changement de /> et 9 , en fl et r; ce qui 
donne 






ou bien; en mettant pour r et i — r leurs valeurs , 

ri— ■ 9PP' 



Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la vérité a été 
affirmée par le premier ^ on remarquera qu'indépendamment du se- 
cond témoignage j la probabilité que le fait est faux avait déjà i — r 
pour valeur, en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du 
fait, résultante des deux attestations contraires, l'expression de n 
devra se déduire de celle de r du numéro précédent, par le change- 
ment de j9 et q^ en p' et i -— r, et de cette manière, on aura 

, />'('~ô 

ou ; ce qui est la mêoie- chose , 



r 



— y('-7')('-y) 

Dans le cas dBp=/)', cette valeur de r, se réduit à i— ç; et, en 
effet, les denx témoignages contraires et de même poids se détruisent, 
et la pnobabîlité de ]a fausseté du fait doit demeurer la même qu'au-- 
panavant. 

On déterminera de même, sans difficidté, la probabilité qu'un fait 
est vrai ou faux , lorsqu'il est attesté par des témoins et nié^ par d'au- 
tres, en nombre quelconque. -Si le fait est attesté par tous les témoins 
à la fois $ l'expression de la probabilité qu'il est vfai prendra la forme 
suivante. 

Soit toujours , antérieurement à tous les témoignages , q la proba^ 
bilité que le fait est vrai; désignons par^^ ce que devient cette proba- 
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bilité après que le fait a été attesté par un nombre quelconque x de 
témoins ; ^,^, sera cette même probabilité, quand lé fait est attesté 
seulement par on nombre x — i de témoins; et si Ton représente par 
p ayec un nombre j:— i d'accents, c'est-à-dire par /^*~'\ la proba- 
bilité que le témoin, qui n'est pas compris dans ceux-ci, ne nous 
trompe pas, lorsqu'il atteste aussi la vérité, du fait, l'expression de^, 
se déduira de celle de r du numéro précédent , en y mettant p^""'^ et 
Jm^x au lieu de /? et 9, de sorte que l'on aura 

La yalenr éej; sera la probabilité primitive 9; et si l'on &it successi- 
yement a: ss i, ^^ 3, =3, etc.^ on déduira de cette formule 

Y — . £2 r sB——£^ etc • 

d'oà l'on coifidora la valeur de/*, par Télimination dejr, , celle de ^3 
par l'élimination de/», et afinsi de suite. Mais, si l'on &it, pour 
abréger, 

1 — /?(^o _ 

Féqualion précédente, aux différences finies du premier ordre, se 
changera ep celle-ci : 

' . •^'~7,..+PxCi-j^,-.)' 

ê 

dont l'intégrale çraaplite est * 



t 

en d&ignatit par c ia constance arbitraire. Eu mettant j^ -* i au lieu de 
X dans c^te expression de r«9 ou en déduit effectivement 



[ 
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et ces valeurs jointes à celle àejr^ rendent identique Téquation donnée* 

On déterminera la constante c au moyen d'une valeur particulière 
de^,^ et, si l'op vei^t, au moyen de celle qui répond à orsco; çn 
prenant alors Funité pour le produit f,f^f^9• . ^p^fà^ x facteur^ il en 
résultera ^o = 7 = c; et, pour un nombre quelconque x de témoins ^ 
nous aurons ensuite 

Y— _.^f - 

•^' y -f ( « — yfft^fS; • 'fx 

Relativement au témoin qui répond à l'indice quelconque i, la 
quantité fi est le rapport de la probabilité qu'il nous trompe à la pro- 
babilité qu'il ne nous trompe pas, de sorte qu'on s^ p^^i ou Pi<if selon 
que la première probabilité est supérieure ou^ inférieure à la seconde 
et pi = I quand elles sont égales. Si le nombre des témoins est très 
prand et considéré conanae infini, et que f ^ surpiasse l'iuiîté ppur tous les 
témoini», )a pn^biH^^/, de la vérité d^ fiiil %yl!'\\% att^tent sent aéro à 
une exception près; et au' contraire , da^s ce cas de.x infini^ cette 
probabilité sera Tunité ou la certitude, aussi à une eiA:eption près, 
lorsque fi sera moindre que l'unité pQUP tous les témoins. L'exception 
aura lieu, quand les quantités />, , p., Ps, etc., décroîtront ou croî- 
tront continuellement, mftis en s'i^pproqfe^nt ipdë^niœeqt de Tu-^ 
nité. Prenons, par exemple, pour leur terme général, 

_ 4g' • • 

TF désignant le rapportée la circonférence au dtamàtre, et g une consv 
tante donnée qui ne surpassera pas l'unité , afin qu'aucune des quan- 
tités />,, p., 1^3, etc., ne soit négative* Par une fbemule connue ^ îeur 
produit sera égal à cosg; on aura donc 

q 

Y = * " — m-^ — ; 

■ 

quantité qui différera beaucoup de l'unité, quand g différera de 
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même de - w*. Si^Pon fait g= A v/— i , là nouveHe constante h pourra 

être plus petite ou plus grande que Tunité. En désignant par e la base 
des logarithmes népériens , il en résultera 

et si h ne surpasse pas l'unitd, ou seulement si h n'est pas un très grand 
nombre , cette probabilité/^ ne sera pas très petite. ToutefiMS, il sera 
facile de s'assurer que la première valeur de jr^ , sera tottjovrs supé- 
rieure à la probabilité q antérieure aux témc^gnage», et la seconde 
toujours inférieure. 

Ces formules supposent que tous fes témoignages soient directs ; 
nous examinerons tout à l'heure le cas ou un seul est direct , et tons 
les autres sont traditionnels. 

(38). Quand un témoin ne se borne point a dire qu'une chose 
soit traie ou fausse, mais qu'il atteste l'arrivée d'un événement, dans 
un cas où il 7 en avait plusieurs qui fussent possibles; révënement 
qu'O peut annoncer, quand il se trompe ou qo'il veut tromper, n'esl 
point unique j et doit être seulement un de ceux qui n'ont point eu ou 
qu'il ne croit point avinr eu lieu; or, cette circonstance influe, 
conmie on va le voir, sur la probabilité de l'événement après le témoi- 
gnage, indépendamment de celle qu'il avait auparavant. 
. Je suppose, pour fixer les idées, qu'une urne A renferme un nom- 
bre fc de boules , dont a, portent le n^ i , a^ le n^ a, . . . a^ le n* m, de 
sorte qu'on ait \ 

m 

et que m soit le. nombve de numéiios différeata que celte «rue reiw 
fbrnM; si nnebonle en est sortie, on pourra aussi ûure m hjpcAhèses 
dfiféreale» C|, C., Csy-C., aor le nimiéro de cette boaie; leurs 
probabiKtés atsat aocun téoioignage, étant déNgnéea f>ar ç.f ^m. f^ • • . 
7«, on aura 
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et si un témoin annonce que la boule sortie de A porte le n^ n, les pro^- 
babilitës de ces hypothèses prendront les valeurs ^g, ^^f ^$9' • -^m • 
qu'il s'agira de déterminer par la règle du n* 54* Ici révénement ob- 
servé sera Fannonce, par le témoin, de la sortie du n"" n; chacune des hy- 
pothèses donnera une certaine probabilité à cet événement, dont il 
faudra d'abord former l'expression ; on représentera par p^, p^^ p^^ . . .p., 
ses probabilités résultantes des m hypothèses; et d'après ces' diverses 
notations, G|, qt^^i^Pi^ répondront à la sortie d'ua numéro quelcon- 
que {', et, en particulier , Qi, 9«, «zr,, p., à la sortie du u*/i annoncé 
par le témoin. 

Je désigne par u la probabilité que ce témoin ne se trompe pas, et 
par if la probabilité qu'il ne veut pas tromper ; i — u sera la probabi- 
lité qu'il se trompe, et 1 — i^ qu'il veut tromper. Dans la n""' hypothèse, 
(^t-à-dire, dans la supposition que n est réellement le numéro extrait 
de A, le témoin annoncera la sortie de ce numéro $ s'il ne trompe pas 
ets'il ne veut pas tromper, combinaison dont la probabilité est uv par 
la règle du n"" S. S'il se trompe, il croira que la boule sortie de A porte 
un numéro quelconque n' difiërent de 71; et en même temps, s'il veut 
tromper, il annoncera un numéro différent de n\ ou pris parmi les 
m — 1 autres numéros; la chance qui en résultera pour le n"" n' 

d'être précisément celui que le témoin annoncera , sera donc _ , 

en admettant, toutefois, que le témoin n'ait aucune prédilection pour 
un numéro plutôt que pour un autre; par conséquent, d'après la règle 
citée, la probabilité que ce numéro.sera annoncé par un témoin qui se 
trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois frac- 
tions I — u, 1 — i^, — - — \ Soit que le témoin se trompe .et ne veuille 

pas tromper, soit qu'il ne se trompe p^et veuille tromper, le téipoin 
n'annoncera pas la sortie du û?n; car, dans le prea\ier cas, il voudra 
annoncer le numéro qu'il oroira sorti et qui ne sera pas le n*" n, et, 
dans le second, il saura que ce numéro est sprti et nC; voudra pas 
l'annoncer. De toute cette discussipn et d'après la règle dim"" 10, on 
conclut 

« — fyo ^ (' — " ) ^lZZ!ll 
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pour la probabilité complète que Thypothèse C^, si elle était certaine, 
donnerait à Tévénement observé. 

Dans l*bypothèse Q, correspondante à la sortie d'un n' i dif- 
férent de /i, le témoin n'annoncera pas le n* n, s'il ne se trompe pas 
et ne veut pas tromper. S'il ne se trompe pas et qu'il veuille trom- 
per, il saura que le rv i est sorti, mais il annoncera la sortie de 
l'un des m — - i autres numéros; et la chance pour que ce soit 

le n* n, sera -~-; d'où il résulte " ^ ' JJ *^- pour la probabilité 

que ce H"" n sera effectivement annoncé par le témoin. S'il se trompe 
et qu'il ne veuille pas tromper , cette probabilité sera égale à 

<^[' — »; , ^^^ 1^ témoin pourra croire que le numéro sorti est un 
des m — I numéros différents de i; il annoncera celui qu'il croira sorti; 
et — ^— sera la chance pour que n soit ce numéro* Enfin ^ si le té- 
moin se trompe et qu'il veuille tromper, il faudra d*abord^ qu'il croie 
sorti de A , un des m—» i numéros différents de celui qu'il annonce; 

— — — sera donc la probabilité qu'il croira sorti un numéro déter- 
miné n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu'il annoncera 
le n* n, parmi les in-*i numéros différents de n'; on aura donc 

— — — Tï pour la probabilité que le témoin croira sorti le n* n' et qu'il 

annoncera la sortie de n. La chance qui en résultera pour ce n<> it 

d'être annoncé sera, par conséquent, la fraction .^^ .^ multipliée 

par le nombre des numéros tds que n' , que le témoin a pu croire 
sortis de A; lequel nombre est seulement m — a, puisque le 
témoin qui se trompe et qui veut tromper, ne peut croire sorti 
ni le n^ i qui Pest réellement , ni le n* n qu'il annonce. D'un autre 
c6té, la probabilité de cette double erreur est le produit (i— £i) 
(i«»(^); la probabilité que le n® n sera effectivement annoncé par 
ce témoin , aura donc pour valeur le produit (i— •») (i — (^) 

multiplié par la chance r — ~ , ^ Je réunis les probabilités de cette 

annonce dans ks trois cas distincts où elle peut avoir lieu; il en 
résulte 

i4 



io6 



"' m — i" « m— I "^ (m— i)" ' 



^, 



pour la probabilité complète de révënement observé, dans uoe des 
m — I hypothèses contraires à la vérité de cet événement. Cette 
valeur de pi est d'ailleurs liée à celle de /?. par Téquation 

résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annon- 
cera la sortie du a"* n, correspondante a«x m hypothèses C,, C«, C31 . . . • 
C„, y ^t être égale a Vunité. 

.. Maint efoaat^ pM* la règle du n* 34, nous aurons 

IfVSÂQnoinies S s'étendant à toutes Jea valenrs de l'indicé i^ depuis i ^=^ i 
jnsqu'a i^mf ^excepté i ss n. Et comme. la quantité pi est indépen- 
dante de i, et que la somme des valeurs de qij moins celle qui répond 

k isszn^ est ^'^^" ^ l'expression de '»•, deviendra 

"{(w^i)iiv+(i-ii)(i-v)](m-Oa.+[('w-i)(i-i')w+(ii>-iXi*«)H-(»»-a)(i-M)(^ 

après qu'on y aura substitué les valeuns dçp^, q^ p^, qi/e% ipnUipUé son 
^ numérateur et son dénominateur parju(m — 1)'. Ce sera donc la pro- 
babilité que. le- numéro n annoncé par le témoin est réellement sorti 
de A; la probaitnlité qu'il tie Test pas aura 1 «^ «nv posir valeur; et, en 
particulier, celle -delà sortie d'un t^ut autm niiméra cbélerminé i se 
déduira de Teapression de i «^ «v., eii la multipliant par le rapport 
de qipikt q^pi^ <m de ai à ^ — Og; en sorte que l'on a«rà 

^ _ (' — «-«j^ i 

On doit remarquer que pour obtenir ces résultats, nous avons admis 
que quand le témoin se trompe ou qu'il veut tromper, le numéro 
qu'il: am^o^ce est détermrié p^r, 1^ hajiard sctuieitiMt^ itt iioik>pirr^pi^- 
que cause particulière. Il n'en serait pas de même, lorsqu'ilt vept 
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tromper, ^i armt mie raison qneicôn^e pour faiiecroird kV\ 
d'un nmwéro plutôt <ju'à celle d'im autre ^ iri quand il se trompe, 
si son erreur était produite , par exemple , par la ressemblance du 
numéro qu'il croit sorti et qu'il annonce, avec le numéro réellement 
extrait de A, Ces circonstances difficiles à apprécier et dont nous avons 
fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la 
sortie du numéro annonce par le témoin. 

Au lieu de boules portant un nombre m de numéros différents, 
l'urne A pourrait contenir des boules d'un pareil nombre de couleurs 
diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et des boules 
noires, les premières en nombre a et les secondes en nombre ^i — a, 
et que la sortie d'une boule blanche soit annoncée par te témroin, on 
fera m = a et a, = a , dans l'expression de <»•, ; en désignant par r, 
ce qu'elle devient alors , on aura 

m 

pour la probabâité qu'il est effectivemeut sorti une boule bknche 
de A. 

On peut asiiniilcr à ce cas particulier, celui d'un fait vrai ou faux, 
attesté par un témoin : ootprendra pour ce £ût l'extraction de la boule 
blanche; rwra la probalnlité qu'il est vrai; et son expression devra 
coïncider avec celle du n*' 36. Noos aurons d'abord 

p= ttt; + (i— tt)(i — i/), 

pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas ; car cela peut 
avoir lieu parce qu'il ne se trompe pas et ne veut pas tromper, on bien 
aussi parce qu'il se trompe et vent tromper, c'est-à-dire parce que entre 
les deux seules choses possibles, lextraction dTune boule blanche et 
celle d'une boule noire , représentant la vérité et la fausseté du fait 
attesté, le témoin croit le contraire de ce qtti est, on dit le contraire 
de ce qu'il croit. La probabiltlé qu'il nous trompe sera , en même 
temps , 

ce qui se déduit de la valeur de p, ou s'obtient directement en obser- 
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vaut que le témoia peut nous tromper, soit qa'il ne se trompe pas 
et veuille tromper, soit qu'il se trompe et ne veuille pas tromper. Ou 
aura encore 

a ié'^ a 

pour les probabilités avant le témoignage , de la vérité et de la faus- 
seté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent^ en 
effet, l'expression de r du n? 56 identique avec celle que Ton vient 
décrire. 

Quand l'urne A ne renferme qu'une seule boule portant chaque nu- 
méro, depuis le n"" i jusqu'au n^ m, on a ^. = i et /u = m; ce qui 
simplifie beaucoup l'expression générale de «z^. , et la réduit à 



<0-,= Mi;-f- 



m — I 



Cette probabilité que le n^'n annoncé par le témoin est réellement 
sorti de l'urne A , ne difiere pas , dans ce cas , de celle qui a été désignée 
plus haut par p. , c'est-à-dire de la probabilité que le témoin annon- 
ceia le n"" n , dans la supposition de la sortie de ce numéro. Elle di- 
minue à mesure que le nombre m des numéros contenus dans Fume 
devient plus grand, et serait égale à la probabilité que le témoin ne 
se trompe ni ne veut tromper, si ce nombre pouvait devenir infini. 

(39). Il resterait à considérer le cas général où il existe plusieurs 
témoinddont les uns ont une connaissance directe du fait qu'ils attes- 
tent, et les autres le connaissent seulement par tradition; mais pour ne 
pas donner une trop grande étendue à cette digression sur la proba- 
bilité des témoignages, nous nous bornerons à résoudre une question 
particulière de cette espèce. 

Nous appellerons T, T,, T.,... T,_|, T., les témoins dont le 
nombre sera x -f- i. Comme dans le problème précédent, une boule 
a été extraite de l'urne A, son numéro est à la connaissance directe 
de T , chacun des autres témoins tient de celui qui le précède que 
cette boule portait le n° /t; en sorte que ce £ait est transmis du premier 
témoin T au dernier T,, et de celui-ci à nous, par une chaîne tra- 
ditionnelle, non interrompue. Le témoin T^ étant donc 1^ seul que 
nous ayons entendu, 1 événement observé, dans cette question, est 
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r«ttestation,par ce témoin, qn'il tient de T«., qoele n^ liest sorti de A; 
et il s'agit de déterminer la probabilité qae ce numéro soit effective- 
ment celui qui a été extrait de cette urne. 

Soient jr, la probabilité de l'événement observé, dans l'hypothèse C« 

de la sortie du n^'n de A, et y,, dans l'hypothèse Cj de l'extraction d'un 

autre n"" L En désignant toujours par a. et a^ les nombres de boules 

n* n et n* i contenus dans A , et par fi le nombre total de boules que 

cette urne renferme, la fraction -^ sera, à priori , la chance de la sor- 



tie du n* 71, et ^ celle de la sortie du n* î. Par la règle du n* 34» nous 



aurons 



pour la probabilité de l'hypothèse C.; la somme 2 s'étendant à tous les 
indices i, depuisî= i jusqu'à ir= m, excepté i:=:n. On verra tout 
à l'heure que l'expression de y s est indépendante de 1 ; et la somme des 
valeurs de^i, excepté a. , étant f^'^^a^, cette valeur de <z^« est la même 
chose que 

On en déduira la probabilité 9| de toute autre hypothèse Q, en mul- 
tipliant I — «« par le rapport de ^à ft —-a.. 

Le problème se réduit donc à la détermination des inconnues^, 
et y s en fonctions de x. Pour cela, je représente par k^ 1^ probabilité 
que le témoin T« ne nous trompe pas, de sorte que i — ^, soit la 
probabilité qu'il nous trompe , involontairement ou à dessein. Le té-- 
moin Tg annoncera la sortie du n^ n de A , s'il ne nous trompe pas et 
que Te., ait aussi annoncé l'extraction de ce n**; combinaison dont la 
probabilité est le produit A:«j,.i, dans l'hypothèse C„ en observant que 
jg^^ exprime à l'égard de T^_, , ce que j^ représente relativement 
a T«. U pourra encore annoncer la sortie du n* n, s'il nous trompe . et 
qu'en même temps T«., ait annoncé celle d'un autre numéro; dans 
Thypothèse C., la probabilité de cette combinaison est le praduit 
( I -— A'*) ( I --T—O y ^^^^ ^^ chance que n sera le numéro qu'annoncera T« 



\ 
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jiarcni les m «^ i numéros <}u'îl ae croit pas annoncés |M)D'T^_i , étant 

seulement , cette considération réduira à ^^j»^r) ^^ ^^^ 

m— I ' F»— I , . * 

habilité de Tannonce du n* n. Enfin, le témoin T^ n'œnoncera 

pas la sortie de ce numéro, soit quand il nous trompeva et ^ue T^^^i 

l'aura annoncé, soit quand il ne nous trompera pas et que T^^. aura 

annoncé la sortie d'un autre numéro* Nous aurons donc . 

pour la probabilité complète de Tévénement observé, dans Thypothèse 
C.. On trouvera de même 

pour cette probabilité dans toute autre hypothèse Cj ; en sorte que les 
deux inconnues 7« et j^, dépendront d'une même équation aux diffé- 
rences finies du premier ordre, et ne différeront l'une de l'autre que 
par la constante arbitraire. 

En considérant j^ et désignant cette constante par c , l'intégrale 
complète de l'équation donnée sera 

^ ï , c{mki — i)(mAa — i)..- .(mA,_,— i) (mA,— i) 

^ m ^^ (m— i)* ' 

car en y mettant x — i au lieu de x, on en déduit 

^'"■' m ^^ (m— i)*-« ' 

^^^ m — 1 c{mk^ — i) (mÀ". — i) . . . . ( m^x— i — . 

et ces valeurs jointes à celle de j'g rendent identique i'équatîon donnée. 
Pour déterminer la constante c, je £ais x =& o dans l'intégrale, et 
j'observe que la probabilité j^, qui se rapporte au témoin direet T, 
doit être celle que l'on a désignée par p^ dans le numéro précédent. 
En prenant, dans ce cas de x as o , l'unité pour le produit des (ac- 
teurs que l'intégrale renferme, on aura donc 
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'^ m * ' m 

Pour une valeur quelconque de a: , on aura donc ensuite 

où l'on a fait, pour abréger ^ 

En observant que la probabilité y, relative an témoin direct T, dans 
une hypothèse quelconque G| différente de G., doit aussi être œlle que 
l'on a exprimée par pi dans le numéro précédent ^ nous aurons de 
même 



m 



quantité ind^)endante de i, puisque y^i ne dépend pas de ce nombre. 
Je substitue ces valeurs dans celle de <v,; il en résulte 



49". = 



[t + («p»— QXK 



[i +(m/i.— i)X]an + [i +{rnpi— i)X](/i — a«) 



pour la probabilité que le u'' n annoncé par le dernier témoin T« est 
réellemeot sorti de TiH-ne Ai C6 «qu'il s'agissait de déterminer. 
Le produit représeaté par X peui être remplace par celui-ei : 

X = A« ^a ^3 • • • ^«7 

en faisant , pour abréger ^ 

m*— I 

Le nombre m étant toujours plus grand que un, et A:, désignant une 
fraction positive qui ne peut pas surpasser l'unité^ il s'ensuit que cha- 
cun des facteurs deX pourra être positif ou négatif, sans sortir jamais 
des Umites db j . Lorsque le nomlure a: des fiEurteurs sera trèa^ grand , ce 
produit sera insensible ^ et tout-à-fait nul> si ce nombJ^ était infini , en 
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exceptant toutefois les cas particuliers où les facteurs A,^ A.^ h$, etc.» 
formeront une série de fractions continuellement convergentes vers 
funité. Cela étant, si Ton néglige dans l'expression de w., les 

termes qui contiennent X, elle se réduira à — ; d'où il résulte qu'en 

général, la probabilité d'un événement qui nous est transmis par une 
chaine traditionnelle d'un très grand nombre de témoins , ne diffère 
pas sensiblement de la chance propre de cet événement , ou indépen- 
dante du témoignage ; tandis que l'attestation d'un gi*and nombre de 
témoins directs d'un événement rend sa probabilité très approdiante 
de la certitude , lorsqu'il y a pour chacun de ces témoins plus d'un 
contre un à parier qu'il ne nous trompe pas (n* Zj). 

Dans le cas particulier où Fume A ne contient qu'une seule boule 
de chaque numéro , et où l'on a, en conséquence, a. = i et^ = m| 
la valeur de «• se réduit k 

*».= l[i +(iiip.— i)X], 
en vertu de l'équation du numéro précédent « 

Cette probabilité coïncide donc alors avec Xsf c'est-*à-dire, avec la 
probabilité de l'annonce du n® n par le témoin T^, dans Thypothèse C« 
que ce numéro est réellement celui qui a été extrait de A. Mais on ne 
pouvait pas , comme dans la solution que Laplace a donnée de ce pro- 
blème (^)9 prendre à priori Tune pour Tautre , ces deux probabilités 
T^etv^, qui ne sont d'ailleurs identiques que quand le rapport de 
/t — a. à a, est égal à celui de m — i à l'unité. 

(4o). On peut ^ si Ton veut, exprimer chacune des quantités iE^. , Â:,, 
Ats, etc., au moyen du nombre m et des probabilités que le témoin 
auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper. 
J'appellerai u,, la probabilité que le témoin quelconque T^ appartenant 
à la chaîne traditionnelle , ne s'est pas trompé , et v^f la probabilité 



t*- 



(^ Théorie analytique des probabilités } ipà%t i^S^ . 
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qn'il n'a pas vonlu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru, 
le témoin n'aura pas trompé; il aura pu aussi ne pas tromper, s^il s'est 

trompé et qu'il ait voulu tromper ; uiaia dans ce second cas , ^_- est 

la chance qu'il aura annoncé le n"" n, parmi les m — i numéros qu'il 
ne croyait pas sortis de A ; et ces deux cas étant les seuls où il n'aura 
pas trompé, en annonçant ce numéro, la valeur complète de k,, sera 

kg, :=: Ug^Vg, -f- : 



pour x'^o, elle coïncide avec la valeur de p. du numéro précédent, 
en prenant ii. et (^i pour les quantités m et f^que celle-ci renferme. 

Cette quantité Ar«/ est la probabilité qu'on doit attacher au témoignage 
de Tg,^ ou la valeurj de ce témoignage, considéré en lui-même, c'est- 
à-dire, la raison qu'on a de croire a la sortie d'un n* n, d'une urne A, 
qui peut contenir un nombre m d'espèces de numéros différents , lors- 
que l'on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T«/ 
pour lequel u,, et if^, sont les probabilités qu'il ne se trompe pas et 
qu'il ne veut pas tromper. Si l'on est certain que T«/ se trompe et 
veut tromper , on aura ii^ =: o et (^«/ = o , et la probabilité à„ que le 
n* n est sorti, résultante de son témoignage, sera néanmoins égale à 

— ^2~~. Ce sera la certitude, dans le cas de m ==2 ; et, en effet, le té- 
moin annonçant celui des deux numéros qu'il ne croit pas sorti , et 
croyant sorti le numéro qui ne l'est pas, se trouvera avoir annoncé né- 
cessairement la vérité. Dans le cas de m = 5, il y aura un contre un à 
parier pour la sortie de celui des trois numéros que le témoin aura an- 
noncé; ce qu'on vérifiera aisément par l'énumération de toutes les 

combinaisons possibles; et l'on vérifiera de même la valeur — ^^ 'de 

la probabilité Âg, relative à un nombre quelconque m. 

On ne doit pas confondre le cas d'un témoin qui se trompe et veut 
certainement tromper , avec celui où la chaîne traditionnelle est in- 
terrompue, de manière que le témoin T«/.« qui précède T«/ n'existe pas. 
Il est certain qu'alors le témoin T^ veut tromper, puisqu'il suppose 
l'existence de Tmf^i ; on a donc i^^f^^o; mais la probabilité que T«/ ne 

i5 
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se trompe pas, n'est point nulle : ce te'ofioin n ayant; dans ce cas, aa-> 
cnne notion sur révénement arriyé, la probabilité qnll annonce le 

naméro rëellenient sorti , est -r ; par la même raison , c'est aussi la 

valeur de son témoignage; et en effet, si Von fait u^* s= ~ et 

i^g, = o, dans la formule précédente , il vient k^, = — . Cette valeur de 

Âg, rend nul le facteur h,, de X, et réduit, par conséquent, la proba<- 

biUté «ZD*. de la sortie du n* 7t à -^, c*est-à-dire, k la chance propre de 

cet événement, comme cela doit être évidemment. 

(4i)* Au moyen de la règle relative à la probabilité des causes, 
nous pouvons actuellement compléter ce qui a été dit à la fin du n^ 7» 
sur la tendance de notre esprit à ne pas douter que certains événements 
niaient une cause spéciale, indépendante du hasard. 

Lorsque nous avons observé un événement qui avait en lui-même une 
très faible probabilité ; s'il présente quelque symétrie, ou quelque autre 
chose de remarquable, nous sommes naturellement portés à penser 
qu'il n'est pas Teffet du hasard, ou plus généralement de la cause unique 
qui lui donnerait cette faible chance, mais qu'il est dû k une. cause 
plus paissante, telle que la volonté de quelqu'un qui aurait eu un but 
particulier en le produisant. Si , par exemple, nous trouvons sur une 
table, en caractères d'imprimerie , les 126 lettres de Talphabet , rangées 
dans l'ordre naturel a, 6^ c, . • • . j:, jr, z, nous ne faisons aucun doute 
que quelqu'un ne les ait ainsi disposées par un acte de. sa volonté ; ce- 
pendant cet arrangement n'est pas en lui-même plus improbable que 
tout autre qui ne nous présenterait rien de rémarquahle^et que ponrcette 
raison nous n'hésiterions pas à attribuer au seul hasard. Sî ces 26 let- 
tre^ devaient être tirées successivement et au hasard, d'une urne où 
elles seraient renfermées, il y aurait la même chance qu'ellesarriveraient 
dans l'ordre naturel, ou dans un ordre déterminé d'avance, comme 
celui-ci bf p, (v,« . . 9, a, ^, que je choisis arbitrairement : cette chance 
serait aussi petite, mais. pas moindre, pour le premier arrangement 
que pour le second. De mcma» si une urne renferme, en nombres 
égaux, des boules Uancheset des boules noires, et qu'bn en doive 
extraire successivememt 5o bouleg^ en y remettant à chaque fois la 
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boule extrftite^ Improbabilité que ces 5o boules seront blancbes , aura 
pour valeur la 3o* puissance de -, c'est-à-dire, à peu près TuDité divi- 
sée par un milliard. Mais Fa probabilité de la sortie de 3o boules, les 
uijes blauclies et les autres noires, dam tel ordre et dans telle propor- 
tion que Ton voudra assigner d'avance, ne sera ni plus grande ni plus 
petite que celle de Textractiofi de 3q boules blanches; et il y aura éga- 
lement environ un «nilKard à parier contre un que cet autre arrange- 
ment déterminé n'arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de 
1 urne 3o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire 
que cet événement soit dû au hasard, taudis que nous lui attribuerons 
sans difEcnlté l'arrivée de 3o boules qui ne nous offrira rien de régu- 
lier et de remarquable; 

Ce que nous appelons hasard (pf^ 27), produit, pour ainsi dire, 
avec la même facilité, un événement que nous trouvons remarquable 
et celui qui ne l'est pas. Les événements de la première espèce sont 
beaucoup plus rares que ceux de la seconde, lorsque tous les événements 
également possibles sont très nombreux. Pour c^tte raison, Tarrivée 
des premiers frappe d'avantage notre esprit; ce qui nous porte à leur 
chercher une cause spéciale. L'existence de cette cause est , en effet, 
très probable ; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté 
des événécuents remarquables : elle est fondée sur un autre priqcipe au- 
quel nous allons appliquer les règles précédemm^t démontrées. 

(43). AfupclonsEï, E^y £3, etc., les événemenfs remarquables qui 
peuvent avoir lieu , et F,, F«, F3, etc., les événements non remarqua- 
bles. Lorsqu'il s'agira , par exemple, de 3o boules extraites d'une urne 
qui contient des nombres égaux de boules blanches et de boules noires, 
les événements £, , E., £3, etc., seront l'arrivée de 3o boules de la 
même couleur, celle de 3p boules alternativement blanches et noires, 
celle de i5 booles d'un* couleur suivies de i5 boules de Tautre cou- 
letxr, etc. Dans le casd'.une trentaine de caractères dlmprimerie, rangés 
à la suite l'un de Vautre, les événements £„ t^, £9, etc., seront ceux 
où ces lettres se trouverontidisposées, soit dans l'ordre alphabétique, 
soit dans l'ordre inverse , ou bien ceux où elles formeront une phrase 
de la langue française, ou d'une autre langue. Dans tous les cas, dési- 
|[nons par m leur nombre, et par n celui des autres événements F,, 

• . i5.. 
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F., Fg, etc.; supposons qu'ils soient tous également possibles y lors- 
qu'ils sont dus uniquement au hasard; de sorte qu en représentant 
alors par p la probabilité de chacun d'eux ^ on ait 



P = 



m + n 



aussi bien quand il appartient à la première série , que quand il fait 
partie de la seconde. Il n'easera plus de même, si ces événements, 
doivent être produits par une cause particulière C, indépendante de 
la probabilité /?, et qui sera^ pour fixer les idées, la volonté d'une per- 
sonne et le choix qu'elle fera de Tun d'entre eux. Mous admettrons 
que ce choix sera déterminé par les diverses circonstances qui rendent 
remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une 
certaine probabilité p^, que le choix de cette personne se portera sur E,, 
une autre probabilité p^ qu'il se portera sur E^, etc.; il n'y aura au- 
cune probabilité qu'il doive se porter sur. un des événements F| , F., 
Fs f etc. ; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra 
qu'on ait 

Pi\+,P% + Fs 4- etc. = 1. 

Si les probabilités /7| , p., /?3, etc., sont toutes égales , leur valeur com- 

. mune sera —, et, par conséquent, très grande relativement a /), quand 

le nombre total m^n des cas possibles sera très grand en lui-même 
et par rapport au nombre m des cas remarquables. Généralement, ces 
probabilités pourront être fort inégales,* nous n'avons aucun moyen 
de les connaître ; mais il nous suffira qu'elles soient très grandes eu 
égard à la probabilité /^ ; ce qui ne peut manquer d'avoir lieu, loreque 
celle-ci est extrêmement petite, ou le nombre m^n excessive- 
ment grand , comme dans les exemples qu'on vient de citer. 
' Tel est le principe dont nous partirons pour déterminer la probabi- 
lité de la cause C, d'après l'observation de l'un des événements E, , 
E^, E3, etc., F,, F., Fa, etc., ou, du moins, pour faire voir qu'elle 
est très grande, quand l'événement observé appartient à la première 
série. 

Supposons que E, soit cet événement. On pourra faire deux hypo- 
thèses, la première qu'il est dû à la cause C, laT seconde qu'il est le ré- 
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Sttltat du hasard. Si la première hypothèse était certaine , p^ serait la 
probabilité de l'arrivée d^ E,; si c'était la seconde qoi le fût, cette pro- 
babilité aurait p pour valeur; en appelant donc ria probabilité de la 
première hypothèse apirès l'observation , et regardant les Aeux hy po- 
thèses comme paiement probables â^/ion, nous aurons , parla règle 
du n* 28, 

Pt + P 

Or, il suffit que la probabilité /y. soit très grande eu égard à la très petite 
chance /7^ pour que cette valeur de r diffère très peu de l'unité ou de la 
certitude. Dans l'un des exemples précédents, où le nombre des événe- 
ments possibles surpassait un milliard, et où p était au-dessous de Tu- 
nité divisée par mille millions; si l'on suppose que 1000 soit le nombre 
des événements assez remarquables pour déterminer une personne à 
choisir l'un d'entre eux, et si.l'on prend l'unité divisée par ce nombre 
pour la valeur de j9„ celle der différera de l'unité, de moins d'un millio- 
nième, et dfe beaucoup moiris encore, si $ comme on peut le croire, la 
probabilité p, est au-dessus d'un millième. Lors donc que l'un de ces 
événements remarquables, aura été observé, par exemple, l'extrac- 
tion de 3o boules d'une méqie couleur, thréé^ d'une urne qui contient, 
en égale proportion , des boules de deux couleui*s différentes , on devra 
l'attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturellement, à la 
volonté de qi^^lqu'un, OU à toute autre cause spéciale, et ne pas le con- 
sidérer comme un simple effet du hasard. 

Toutefois, la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuée, 
si avant l'observation, soit existence et sa |ion-existence n'étaient pas 
également possibles , comme le suppose la formule précédente, et que 
ce soit sa non-«xistence^qui fût primitivement li^ plus probable. C'est 
ce qui aura lieu dans l'exemple qu'on vient de citer^ lorsqu'on aura pris, 
avant le tirage, beaucoup de précautions pour soustraire l'extraction 
des boules à l'influence d'aucune volonté. En ayant égard à cette cir- 
constance , antérieure à robscrvation, la règle du n"* 34 rendra sensible 
la diminution de la valeur de r. Cette probabilité sera aussi augmentée 
on diminuée, quelquefois dans de trèç. grands rapports, quand tous les 
événements "£,, É», E», etc., F,^ F., Ft, etc., ne seront point égale* 



T l8 recherches 

tnent ^asil>les c augaientëe^ si Ja chasce pnopre de chaque éTirfnement 
est plus petite pour ceux de la première série que poar les événe- 
nienls de la seconde série ; diminoée , d^na le eas contf aire^ 

L'harmonie qtie nous obserrons dans la nature n'est| sans doute pos 
l'effet du hasard ; mais par un examen attentifet long*»temps ffrtAougé^ 
on est parvenu, pour un très grand nombre de phénomènes, à en dé* 
couvrir les causes physiques qui donnent à leur arrivée, sinon una 
certitude absolue, du moins une probabilité très approchante de l'u- 
nité. En les regardant comme des choses E, , E. , Ea , etc., qui présen- 
tent des circOBSlianc^ remarquables, ce serait le cas où ces choses ont 
par «lles-^mémes %ine assez forte probabilité , pour rendre très impro* 
bable et to«t-à-fait inutile à considérei*^ l'intervention de la cause que 
nous avons appelée C^ Qoant aux phénomènes physiques, dont les 
causes ndos sont encore inconapes , il est raisonnable de les attribuer 
«1 .des causes analogues à celles que nous connaissons, et soumises aux 
mêmes lois. Leur nombre diminue au reste de jour en joirr, par le 
progrès des sciences : aujourd'hui^ par exemple , nous savons ce qui 
produit la foudre , et coçiment les -planètes sont retenues dans leurs 
Orbites, connaissances que n'avciieût pas nos prédécesseurs; et ceux 
qui viendront après nous, connaîtront les causes d'autres phénomènes, 
actuellement inconnues. " '. 

(43 j. Lorsque le nombre^de causes distinctes auxquelles on peut at- 
tribuei? un .événement observé E*" est infini, leuins probabilités, soit 
avant, soit après TarriYée de E, deviennent infiniment petites, et les 
soitimes 2 cotitenues dans les formules des n""' 3a et 2^4 » se changent 
en des intégrales définies^ 

Pour effectam- oetie transformation ,' supposons que Tévénq^ent ob- 
servé E soit l'extraction d'upe boule blanche^ d'une urne A<{ui conte-, 
nait u£ie infinité ^e.bo«iles blanche' o« noires.' On ^Myirra i&ire sur le 
rapport inconnu du nombre de boules blanches au nombre total des 
boules, une infinité d'hypothèses que l'on prendra pour autant de 
causes distinctes de l'arrivée de E^ et exidusives les unes des autres. 
Désignons ce rapport par jr ,,diB sorte que x soit une <^wïtité suscepti- 
ble de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et 
comprises depuis x infiniitieivlt petit, qui répond au cas oùla'boulç 
extraite serait la seule boule blanchç que A reqfermkit , jusqu'à xz=^i , 
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qui répond à l'autre cas extrême où cette urne ne contteadmit que 
des boules blanches. 

Représentons aussi par X la probabilité que ce rapport, si s^ valeur 
X était certaine, donnerait à l'arrivée de E, de maqière'que X soit, 
dans chaque question, une fonction connue de x. En considérant donc 
cette valeur comme une des causes possibles de £, il s'agira de dtter- 
. miner la probabilité infiniment petite de Xy spit quand toutes ces cau- 
ses sont également probables avant l'observation, soit quand elle^ont, 
à priori , des chances différentes. 

Dans le premier cas, la probabilité demandée se déduira de la 
quantité ^, du n« aS, en y supposant m infini, et y mettayt pour p^ , 
P»fPs9 ^tc, les valeurs de x relatives à toutes celles de X. 

En faisant d'abord usage du signe 2 , comme dans le n^ 3^ , et ap- 
pelant <iar la probabilité de x , nous aurons donc 

'^— ix- 

Mais, d'après le théorème fondamental des intégrales définies, on aura 
aussi 



SX^x^sj Xdx; 



par conséquent, si l'on suppose comtante la di^ifrentielle dxy et qu'on 
multiplie par dx les deu^ termes do U fraction précédente, il en ré- 
sultent 



Xdx 



J o 

En même temps , si l'on désigne par X' la probabilité correspondante 
à X, d'un événement futur E' qui dépend des mêmes causes que E, 
et par ^ la probabilité complète de l'arrivée de E', on aura, d'après 
kl règle du n* So^, 



è 
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oa , ce qui est la même chose , 

/■XX', 

/o ^^"^ 

en substituant pour « sa valeur précédente^ et changeant la somme Z 
en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonc- 
tion donnée de x. ' 

Dans le cas où les diverses valeurs de x seront inégalement proba- 
bles avant l'observation de E, on désignera par \dx la probabilité in- 
finiment petite et antérieure à cette observation, de la chance ^ de E ; 
et en mettant \dx au lieu de ç. dans les formules du n"" 34, on en 
conclura 

^ XY</ar 
pour la probabilité de cette chance x après l'arrivée de E, et 

,^ J o 

J^ XYdx 

pour la probabilité de Tarrivée future de E": 

(44)* Si Ton est certain, à priori, que la valeur de x ne peut pas 
s'étendre depuis x=:o jusqua x^^ i, et qu'elle doit étfe comprise 
entre des limites donn^, on prendra ces limites pouf celles des 
intégrales définies que ces formules renferment, ou bien, si Ton veut 
conserver leurs limites zéro et Tunité, on supppsera que Y soit une fonc- 
tion discontinue de x, qui sera nulle en dehors des limites données de 
cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis 
zéro jusqu'à l'unité, soit que cette variable doive être renfermée en- 
tre des limites données; si l'on appelle A la probabilité que sa valeur 
inconnue est efiectivement comprise , d'après l'événement observé E , 
entre d'autres limites plus resserrées que les premières, ^ sera la somme 
des valeurs de v relatives à celles de x qui sont contenues entre ces 
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autres limites; en sorte qu'en désignant celles-d par «e et é^, on aura 






Dans un calcul d'approzimation , on pourra employer celte for- 
mule, lorsque le nombre de causes auxquelles révénement E peut 
être attribué, au lieu d'être infini ^ sera seulement très considérable. 
Supposons, par exemple, que E soit la sortie de n boules blanches ^ 
tirées successivement et sans interruption , d'une urne B qui contient 
un très grand nombre de boules , tant blanches que noires , et dans la- 
quelle , on remet k chaque fois la boule qui en a été extraite* La pro- 
babilité X de E , correspondante à un rapport x du nombre de boules 
blanches au nombre total de boules contenues dans B, sera la puis- 
sance n de ce rapport. Si Ton demande la probabilité que le nombre 
de boules blanches qu'elle renferme excède celui des boules qoires , 
on prendra a=:^ et Cssi, dans l'expression de cette probabilité A. 
Si , de plus, toutes les valeurs possibles de x étaient également proba- 
bles avant les tirages, Y ne variera pas avec x, et disparaîtra , en con- . 
séquence, de cette expression. On aura donc 

et, par conséquent , 

avec d'autant plus d'exactitude que B contiendra un plus grand nom- 
bre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il j avait un con*- 
tre un à parier que le nombre des blanches excédait celui des noires; il 
suffira qu'en tirant une boule de B, elle soit blanche pour qu'on ait X=s ^, 
ou qu'il y ait trois à parier contre un pour la supériorité du nombre de 
boules de cette couleur; et quand on aura tiré de B un nombre un peu 
considérable de boules blanches, sans en amener de noires, la proba- 
bilité A que les blanches y sont en plus grand nombre que les noires, 
approchera beaucoup de la certitude. 

i6 
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(45). Mm que je l'ai déjà dît (n'' 5o), oo peut con^dén?r E et Z' 
comme des éyéaements composes d'un même événement simple G ^ et 
liés l'un à l'autre par leur dépendance commune de cet événement. 

La chance de G est inconnue; la, probabilité qu'elle a x pour valeur 
est Ydx avant l'arrivée de E, et mr après cette arrivée; et comme cette 
chance a certainement une des valeurs comprises depuis x= o jus- 
qu'à xzssï, il faut que la somme des valeurs correspondantes de "ïdx 
sott rumtéy comme- cela a diéjck lieu pour la somme des valeurs de nsr, La 
fonction donnée Y de x^ quelle qu'elle sok d'ailleurs^ continue ou dis- 
continue , devra donc toujours satisfaire à la iîondition 

fïdxzsi. . 

D'après la règle de l'espérance mathématique (ty* 25), appliquée a 
la chance de G, on devra prendre pour sa valeur^ ava^ l'observation 
de£, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs 
probabilités respectives , c'est-à-dire, la somme de tou3 lea produits de 
X et*de Ydx, depuis a: =o jusqu'à or = x. En désignaat par y, cette 
chance de G, ou, plus exactement, ce qu'on doit preodre pour sa va- 
leur inconnue, avant que E ait été observé, on aura donc 



y= r xXdxi 



et l'on peut remarquer que si Ton considère x et Y comme l'abscisse et 
l'ordonnée d'une courbe plane , et si l'on observe que l'aire entière de 
cette courbe, ou l'intégrale f\dx est l'unité, y sera l'abscisse du centre 
de gravité de cette même aire. C'est d'après cette valeur de y prise pour 
la chance de G, que l'on d«irrait parier pour une première arrivée de cet 
événement , mais non pas pour plusieurs arrivées succeeisives; car selon 
que G auraeu'lieu ix^ n'aura pas ou lieu dans une pittcaiàre épreuve, la 
probabilité de son arrivée jsera alimentée ou diminuée dansrles épreu- 
ves suivantes. 

Si, par exemple, toutes les valeurs de x sont également prab^ables 
à priori ^ la quantité Y devra être indépecpdante de x; d'apvès les deux 
équations précédentes , on aura donc 
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et, en efiet^ nous n'avons alon aiKone nrîsair de croire , dans urne 
première épreuve , à rarrivëé de G plutôt qu'à celle de reVenement 
contraire. Mais si l'on pnmd poor chacuD des é véDemeftU E et E' reVë- 
netnent simple G^ auquel cas on aura , 



il en r^hera 



. pSXdx 



Hdx 



pour la probabilité que G étant arrivé une première fois , arrivera 
encore une seconde fois , de manière que la probabilité de son arrivée , 
aura augmenté de ^, de la première à la seconde épreuve. Elle di- 
minuera de la même fraction, et se réduira à^ — s^yOu-Jp^àla seconde 
épreuve , lorsque l'événement contraire aura eu lieu à la première ; 
car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pour E'i c'est-à-dire en 
faisant 

on en conclura 






. — î> 



pour la probabilité que G n'ayant point eu Heu la première fois, ar- 
rivera à la seconde épreuve. 

A priori, la probabilité que G arrivera deux fois de suite sera, par 
la règle du n* 9, le produit de la probabilité ~ qu'il aura lieu une 
première fois , et de la probabilité | qu'étant arrivé cette fois-là , il 
arrivera encore à la seconde épreuve ; elle sera donc \ , au lieu de \ , 
qui serait sa valeur si la probabilité de G était ; à la seconde épreuve 
comme à la première. La similitude des deux événements qui arri- 
veront dans les deux premières épreuves , aura une probabilité doftble 
ou égale à | ; car cette similitude aura lieu , soit par la répëtitton de Ç, 

i6.« 
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soit par celle de réTéoement coatraire , qai sont toutes deux égale- 
menl probables. 
En comparant | ou | (i + •;) ^ à la probabilité 7(1 + ^') de la 

similitude, que nous ayons trouvée dans le n"" 37» on aura J^ss — ^. 

Lors donc qu'à priori nous n'ayons aucune donnée sur la chance d'un 
éyénement G, de sorte que nous puissions supposer également à x 
toutes les yaleurs possibles, la probabilité de la similitude dans 
deux épreuyes consécutives, est la même que s'il y avait, entre les 

chances de G et de l'événement contraire • une différence —7= • saiis 

1/3 

que l'on connût la chance la plus favorable. Nous déterminerons 

tout à llieure la probabilité de la similitude dans les cas où l'on sait 

à priori que toutes les yaleurs possibles de x , au lieu d'être également 

possibles , s'écartent très probablement fort peu d'une fraction connue 

ou inconnue. 

(46). Maintenant, l'événement simple dont la chance est inconnue, 
étant toujours désigné par G , appelons H l'événement contraire dont 
la chance sera l'unité diminuée de celle de G, et supposons : 1*, que 
révénement observé E soit l'arrivée de G un nombre m de fois et de H 
un nombre n de fois , dans un ordre quelconque; a"", que l'événement 
futur E' soit l'arrivée de G un nombre ni de fois et de H un nombre n' 
de fois, aussi dans un ordre quelconque. 

Pour la valeur x de la chance de G et i — - x de celH de H, les 
probabilités X etX' de E et £' seront (n* i4) 

X = Kjc- (i — x)\ X'= K'jc-'(x — xYi 

K et K' désignant des nombres indépendants de x. On aura donc 

- # J 



p^Xaf" {i ^ xydx 



poui la probabilité de F après l'observation de £. Le nombre K a 
disparu de cette formule; la valeur qu'on y mettra pour K', sera 
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K' 



I • 2 • 3 • • • fl' *f- R 
I«3«3«««lll •I.2.3««*7I 



Si E' était rarriTee de m' et n' ëTénements 6 et H dans un ordre déter- 
miné , il fiiadrait remplacer K' par l'unité. 

Lorsque ayant l'observation de E, on n'aura aucune raison de 
croire aucune des valeurs de x ]dus probable qu'une autre, on pren- 
dra l'unité pour la quantité Y. Au moyen de l'intégration par partie, 
on a d'ailleurs 

o \ "^ / m-4- i.m-f- a.m 4" 3. ..m-4-R.m -{- n -f-i ^ 

ou f plus simplement , 

raf-{i^xydx = p^, 

en faisant, pour abréger $ 

i.a.5. .. I — i.i = P|, 

pour un nombre quelconque U On aura de même 



et à cause de 



Zî±2l.« 



Pf 



K's=^ 



U en résultera $ dans le cas dont il s'agit^ 



Of' — ^"^-M^ ^m^mf PjfaM^ Pia-M ^Ht 



Afin que cette formule comprenne les cas on l'un des nombres m , 
n^ m', n', est zéro, il y faudra &iieP»= i. Cela étant, si l'on a n 
et n' s: o, on aura simplement 
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ce qui exprimera la probabilité que O arrivera m! fois sans interrup- 
tion y après être déjà arrivé m fois sans que Tévénement contraire H 
ait eu lieu. 

Pour m' = I et 72' =s o, la valeur de m'^ relative à Y = i , se ré- 
duira à 



m 4 y» -^ a' 
et pour m' = o et /t^ = i , elle devient 

^/ n+ I 

m-f-ii4-2 

La somme de ces deux fractions est Tunité; ce qui doit - être éflfecftîve-' 
ment, puisque la première exprime la probabilité qu'après m -h n 
épreuves, G arrivera à 1 épreuve sûivâtiiê, et la seconde la probabi- 
lité que cet événement n'arrivera pas. La première est plus grande ou 
moindre que la seconde, selon qu'on a m >» n ou m^/i, cést^indire 
selon que dans les /7i + n premières épreuves , G est arrivé plus sou- 
vent ou moins souvent que l'événement contraire H : elles sont égales 
entre elles et à ^, coinmô avant les épreuves, quand ce» deux évé- 
nements ont eu lieu le même nombre de fois. Mais il n'en sera plus de 
même, en général, lorsque Tim'sàilra à priori , 'Sdit par la nature de 
l'événement G, soit par le résultat d'épreuves antérieures à l'événe- 
ment E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne sont pas 
toutes également probables , de telle sorte que l'on n'ait pas Y = i : 
non-seulement dans ce cas , ia fraction y du numéro précédent que 
Ton devra prendre pour la chance de G- avant les m + /t nouvelles 
épreuves ne sera point \ , mais à répreù vé suivante , là probabilité de G 
pourra être moindre que* y , quoique G soit arrivé plus souvent que 
l'événement contraire H , ou plus grande, qùoiqtie ce soit G qui aura 
eu lieu le moindre nombre de fois; c'est ce que l'on verra dans 
Texemplé suivant. 

(47). Je stappôse qull soit très ^fbbable, à pHorii^ne Ja^cbanec 
de G s'écarte fort peu , en plus ou en mdiùs , d'une ééWàin^ fl^etion r, 
de sorte qu'en faisant 
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la quantité Y soit une fonction de z, qui n'9 de yaburs sensibles que 
pour de très petites valeui^ de cette variable, positives ou négatives. 
La courbe plane dont or et Y sont les coordonnées courantes, ne s'é- 
cartera sensiblement de Taxe des abscisses or, que dans un très petit 
int^rv^Ue, djç part et d'aut»re de l'ordonnée qn\ répond à or =s rj le 
centre de gravité de Faire de cette course tombera donc ,<Jau^ ce^ in- 
tervalle; par conséquent l'abscisse de ce point différera très peu de r; 
et en négligeant cettç différence , r sera la vale^ir de la quantité y du 
n* 45. 

Cela posé^ les limites» des intégrales relatives à z seront les valeurs 
z=s — ret z SI? I — r, qui rçppnd^ot à a: =?? o et x == i ; si dpj>c on 
fait m'= 1, 7i'= o,. d;f:=i cfe , dap.s la preipière exprjes^on de ^' du 
numéro précédent, il en résultera 



J . Yx"(x — xydz 



pour la probabilité que G arrivera une fois, après avoir eu lieu m fois, 
et l'événement contraire n fois, dans m + n épreuves» Mais, p^r la 
natuce du foetenyr Y cx^qapris SfW3 les.sîgQfs/, oa peut, si .Fou veut, 
borner ces intégrales à des valeurs très petites de z. Alors, en déve- 
loppant les autres facteurs fn séries ordonnées suivant les puissances 
de z; ces séries seront génér^meot très convergentes : il n'y aurait 
d'exception que si rou i -^ rétait aussi une très petite fraction; dans 
tout autre.cas, il nous sufira d'ett^cons^nm^r les premieifs terjsnes; et 
en négligeant le carré de is, nous aurons, 

x"(i — a?)«= r"(i — r)"4-[mr— '(i — r)"— r/îA*(i — r}— »]5 

d'où Ton déduira la yaleur de ^'•"^ (i -—a?)*, en y mettant m -f. i 
au lieu de m. 

Je substitue ces valeurs de oif (i — x)' et de of""*"* (i — jc/ dans 
l'expression de v' ; j'observe que Ton a 

j '^Yrfzssi, J Yzdz ^ o; 
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et je fais, pour abréger, 



En négligeant le carré de h y qui ne poorra être qu'une très petite 
fraction , il vient 

ce qui montre que la probabilité ^ de l'arrivée de G après les m 4* 's 
épreuves , est plus petite ou plus grande que la fraction r ou 7 ^ que 
Ton aurait dû prendre pour la chance de G avant ces épreuves : plus 

grande, quand — surpasse --^^ ; plus petite, dans le cas contraire. 

S'il était certain que r f&t la chance de G, et qiie m et n fussent de 
grands nombres, G et H seraient très probablement arrivés proportion- 
nellement à leurs chances respectives r et i — r, et l'égalité des rap* 

ports — et — — rendrait la probabilité ^ ^ale à la chance r, 

cela devrait être. 

(48). En (aisant m =s i et n ss o dans la valeur précédente 
il vient 



«t'es r+ -, 

pour la probabilité que G ayant eu lieu dans une première éptenvtf 
arrivera encore dans la suivante; et comme r était la probabilité de 
l'arrivée de cet événement à la première épreuve, le produit de r et 
de <ar', ou r* -{- A, exprimera la probabilité de sa répétition dans les 
deux épreuves. En y mettant i — rà place de r, on aura (i — r)»-f-A 
pour la probabilité de la répétition de l'événement contraire; et si 
l'on ajoute cette quantité à r* + ^ f i^ ^^ résultera 

1 '^ ^r + TT^ '{^ ah, 



pour la probabilité de la similitude des résultats dans les dieu^ 
épreuves. 
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Si Ton fait m = o et /i as i dans la valeur de «tr' du numéro précé* 
dent, on aura 



4r = r , 



pour la probabilité que G n'ayant pas eu lieu à la première épreuve , 
ce sera cet événement qui arrivera à la seconde ; le produit r (i"— r) — h 
de cette valeur de <ir' et de i — - r, exprimera donc la probabilité de 
la succession des deux événements contraires G et H ; et en la dou« 
blant, on aura 

pour la probabilité de la dissimilitude des résultats dans les deux 
épreuves, que l'on déduit aussi de celle de la similitude, en retran* 
chant celle-ci de l'unité. 

L'excès de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude 
sera donc 

où Ton voit que cet excès se trouve augmenté par la circonstance que r 
n'est pas précisément la chance de G , et que l'on sait seulement que 
cette chance s'écarte très pende r; de telle sorte que si l'on savait aussi 
que r fût -2 1 il y aurait encore de l'avantage à parier un contre un pour 
la similitude. C'est ce qui a lieu au jeu de croix et pile où l'on em- 
ploie une pièce de monnaie pour la première fois : l'égalité de 
chance pour les deux faces de cette pièce est physiquement impossible ; 
mais d'après le mode de sa fabrication , il est très probable que la chance 
de chaque face s'écarte très peu de ^. 

(49}* Je vais énoncer dès à présent un.théorème dont la démons- 
tration sera donnée dans le chapitre suhrant , et qui servira à déter- 
miner, par l'expérience 9 non pas avec certitude et rigoureusement, la 
chance d'un événement, mais avec une très grande probabilité, une 
valeur de cette chance , aussi très approchée. 

Soit g la chance connue ou inconnue d'un événement G , c'est-à- 
dire le rapport du nombre de cas favorables à cet événement et éga/- 

»7 
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Jemeot poaôfaAes , au OiOmbDe de tous les eas ,q^x fiwiceipjt aYAÎr lieu 
et soQt aussi également possibles. Supposons que Ton fasaewn oc^iibne 
)Et d'épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte 
de sa probabilité (n*" i), demeui^era .constante. Soit r le rapport du 
nombre de fois que G arrivera dans cette série d'épreuves , à leur 
nomhw Aolal /i. Tant qiae fiL ne sfitrjsi pas 'trè6 ^ooofiîdéfiaUe, Jie raj^poirt r 
ivariâpa ayec fif .et pourra diflSârer beau^OQtivp àéi gf éW plus ou eu 
moins; mais ^quand /jl ^era cUiV^nu un grand AOBibfse, la differ^iiae 
/• — g diminuera de pius en plus , ^bstraolioa faite du sîgae 9 k WfiBwe 
que fJL augmentera encore davantage; de telle sorte qu^ si ff» pouvait 
devenir infini^ on aurait rigoureusement r — g = o^ et qu'en dési- 
gnant par € une fraction aussi petite qu'on voudra, on pourra tou- 
joui^ atteindre .i;in nombsç if .41^^ .gi>ap(]i pppr qu^ )a pro]l^a]i>ilit.é 
de r-TT-g m^Q^n^/te que $, apprpche autant qu'on vpujira ^e la c^rti- 
tade. Nous donnerons par la suite l'expres^iion de la ji^ob^bilité 
de r r^g .<; i, ^ .en .l^jnctio.n de >c et 4f «• 

Ainsi l'urne A renfermant a boules blanches et b boule$ poires; 
si Ton en extrait successivement un très grand nombre ft de boules , 
en remettant daps A la boule extraite à chaque fois, et si dans ce 
nombre ft de boules extraites , ce est celui des boules blanches et C le 
nombre des boules noires , on aura 

avec d'autant [Jus d'exactitude et de probabilité que ft , ou a + ^ > 
serp un plus grand nombre. Réciproquement, si le rapport du nom- 
bre de boules blanches au nombre de boules noires contenues dans A, 
est inconnu , et que dans un très grand nombre d'épreuves pendant 
lesquelles ce rapport n'ait pas varié, il soit sorti de cette urne, 
a boules blancKcs et C boliles noires, on pourra prendre, avec une 
très grande probabilité , pour les valeurs approchées de c^e rapport in- 
connu et de la chance inconnue de l'extraction d'une boule blanchf? , 

les quantités ^ et --v^» <iwel qjM^ soit d'ailleurs le npmbrç de tiQules 

contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si ie nombre de 
boules Manches a que cette urne renferme, est très petit par rapport au 
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au» norabref & de bodes noires , a sera aosd'très petit par rapport! à* 6, 
et rëciproquëirieiitVi&aiS le rapport de l'une des fractions g ^t t à l'au- 
tre, pourra différer beaucoup de l'unité, à moins que la série des 
épreuves n ait été poussféfe excessivement loin : quand la chance connue 
ou inconnue de l'extraction d'une boule blanche est très faible , l'é- 
quation approchée > = t signifie seulement que > et t sont l'une et 

l'autre de très petites fractions. 

La règle que l'on vient d'énoncer convient également aux chances 
de diverses causes, qui s'excluent mutuellement et auxquelles on 
peut attribuer un événement' E, observé un très grand nombre de fois. 
Si y est la chance' connue ou inconnue de 1 une de ces causes C, le 

rapport ^ sera, avec une grande approxiraaëoo et une gpUÊide 

probabilité, éëlui du notUbre de fbikquëEest^efféJétiveVâentaVnVëVn 
vertu de C, au noml)re de fbi^ qU^if aura ét^ produit piîr tbiltb antVti 
causé; ce (}ui' fera cbtihaltre le i*appàrt dt ces* dieux nomlrë^, c^ttdiitf 
la chance y sera connue à priori, ou la valeur de cette chance, ^î 1 àri 
parvenait' à défet^miner cë'i'ap|k)rt^par Texpériéiltie. 

L'événement E étïiilt , par' éi^étttplè , la Sortie' dMne boule blanche 
qui a pu être extraite d^ùnk urne A contenant' a' boiiléà' blanches ét'^' 
boules noires, ou d'une ùt^b B'renfermatit^ boules bllsitacheir et ^' bthi- 
lës noiréi; la cMUte y de Ay d'aVoir éHÎ' W caA\iê de E ou r^riie d'àii 
V6A' a' èxtrailf là bo«de MkHfbe^, a pour vàlefui", d'api«i< la' rèj^W dvf 

w. ,^ ^Jà + V) 



et la chance contrait^ , ou celle qui se rapporte à B , est de même 

Or', si l^dh*â'tirë ûti'treâ'gfaiid dëmKne' fi'àé Houles blancnes, de l'une 
ou de l'autre des. deux urnes, en remettant à chaqne épreuve r dans 
Tume dont elle est sortie, la boule blanche ou noire qui en a été ex- 
traite, le rapport du nombre de boules blahcbë^' ^rtfeë de A à cielui 

«7- 
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des boales blanches extraites de B^ s'écartera très probablement fort 
peu du rapport de ^ à i — >; de sorte qu'en appelant f le premier de 
ces demc rapports , on pourra prendre 

_ _v_ _ g (* + O 

Cette valeur de p se réduit à |, lorsque les nombres a 4- a' et 6 + 6' 

de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce 
cas, on peut réunir toutes ces boules dans une même urne D (n* 10), 
sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A 
au nombre de boules blanches provenant de B, qui seront extraites 
de D : sur une très grande quantité de boules de cette couleur, le 
premier de ces deux nombres sera donc à très peu près au second , 
comme a esta b; ainsi qu'on pourrait le vérifier en faisant une marque 
particulière aux boules provenant de A ou de B> et remettant après 
chaque tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été 
extraite. 

(5o). On trouve dans les œuvres de Buffon (^) les résultats numé- 
riques d'une expérience sur le jeu de croix et pile ^ qui nous fourni- 
ront un exemple et une vérification de la règle précédente. 

A ce jeu , la chance d'amener l'une ou l'autre des deux faces de la 
pièce dépend de sa constitution physique qui ne nous est pas bien 
connue; et quand bien même nous la connaîtrions,, ce serait un pro- 
blème de mécanique que personne ne pourrait résoudre, d'en con* 
dure la chance de croiûc ou de pile. Cest donc de l'expérience que la 
valeur approchée de cette chance doit être déduite pour chaque pièce 
en particulier; de sorte que si dans un très grand nombre u d'épreuves, 

croix est arrirée un nombre m de fois, Fe rapport — devra être pris pour 

la chance de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de 
croire que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec 
la même pièce ; et , d'après le résultat de cette série d'épreuves , on 



(*) Arithmétique morale , dLtùAe XVlll. 
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pourra parier à jeu égal, m contre /te — m pour l'arrivée de croix. C'est 
aussi au moyen de cette probabilité — de révénement simple que Ton 

devra calculer les probabilités des événements composés , du moins 
quand elles ne seront pas très faiUes par la nature de ces événe-* 
ments. 

Cela étant , supposons que Ton ait fait un très grand nombre m de 
séries d'épreuves, en continuant chaque série, comme dans l'expé- 
rience citée, jusqu'à ce que croix ait eu lieu. Soient a, , a^^ a^, etc., 
les nombres de fois que croix est arrivée au premier coup, au deuxième, 
au troisième , etc. Le nombre total /â des coups ou des épreuves , sera 

/A = a^ -f- 2a^ + 5^3 + etc. ; 
le nombre m des arrivées de croix sera , en même temps , 

m s= a, + ^ft + ^3 + etc. ; 
et si l'on appelle p la chance de cette face , on aura 

m 
'^ fi 

avec d'autant plus d'approximation et d'exactitude que /u sera un plus 
grand nombre. 

Les probabilités de croix an premier coup, au deuxième coup 
sans avoir eu lieu au premier, au troisième coup sans être arrivée aux 
deux premiers, etc., seront pi p(i — p), p(i-^p)*, etc. Or, les 
nombres de fois que ces événements ont eu lieu étant par hypothèse 
a», a,, fl|, etc., dans un nombre m de séries d'épreuves, on devra 
donc avoir, k très peu près, 

si ce nombre est très grand, et lorsque ces probabilités ne seront pas 
devenues de très petites fractions. En divisant chacune de ces équations 
par la précédente, on en conclut différentes valeurs de i — p, et, 
par suite, 
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p=±2— , P==i "> p=i- , etc. 

Ces valeui*s de p, ou du moins uti certain nombre des premières ^ dif- 

fénevotit d'au4ant moins entre- eUes^eCdir rapport -^> que m-eV^L semai 

de plus grands nombres : pour qu'elles fussent nécessairement égalés , 
il faudrait' que ces nombres fussent infihik Eh ériiiployaùf pour p^ la 
moyédne de ces firàctioiTs très peu îtiégàlës, ou &ieh eti faisant ùàagé dé 

la valeur ^ de p,. résultante de lensemble des épreuves y* on aura 

a, = mpf a, = mp(i — p), a^ = mp{i — pY, etc. 

pour les valeurs calculées* dès no'mBres d^ , a^p 0$$ etc., qui devront 
très peu s'écarter des iil>mbreseb5ervés> du iéioIbs^ dans* les pnmievà 
termes de cette progression géométrique décroissante. 
Dans rex;périenc0 dé' Bbfltei , le- notnbl^ i9F dlfs séries d'épreuves 



était 



m = ao48. 

On peut conclure de la manière dont elle est rapportée par l'auteur , 
que l'on a eu 

a, = 1061, a, = 494, ot == 253, a* = i5j, dry a 56^ 
ai> =8 -19V a; sst iH, Og zn^ 8, a^ sn^ 6. 



Les nombres a^^ ^u» etc. ^. n'ont point^eu lien,- c^t-à-dire que le 
nombre m des séries d^épreoves n'ar pasété^asses grand peur qpe aroix 
n'arrivât pas dans une ouplusiemps séries. Ce nombi^ est la somme des 
valeurs de ^t # ^a» ^f 9 etc.; on en déduit ausii' 



/A = 4040, 



et, par conséquent, 



f^} -Ètf: ^. -a. oiSttôgîS. 



Au moyen de cette valeur dep, on trouve 



y 
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a^ = io58, a^ ^ Sia, a^ = a5a, a^ = ia4» ^ «= 6i, 
As = 5o, Hy =5 i5, ût = 7, ^9 = 4> «••= >, 

en négligeant les fractions : les nombres suivants a., , £t,«, etc., seraient 
4i»-4«ssoi;is d^ yvLïiiX^' Qr» $i ilVw compare cette spriip d«s val^nri» pal- 
culées, à celles des nombres a,, a^, a^y etc., qui résnUf3^t 4^ IjqI^sw^ 
vation , on voit qu'elles s'écartent peu Tune de l'autre dans leurs pre- 
miers termes. Les écarts sont plus grands dans les termes suivants; par 
exemple , la valeur calculée dje a, n'est que les trois cinquièmes de la 
valeur observée; m^is ce nombre a, répond à un événement dont la 
probabilité est au-dessous d'un centième;^ En s'arrêtant aux trois pre- 
miers termes de la série des nombres observés, on en déduit 

p=-=jo,5i8o6, p:;=i— J=^o,5544i, /)p=i~? = o,53o55; 



a, ' ^^ ' M a. 



qmatités x|Di ili£6ta^itf très peo eiMre oll^, >etikMit la Moyenne, ou h 
|i?v94«1mrwai«ie, est 

p ■= 0,5^760, 

MB 

qw 4i$Eè|:ç il peine j^ t^oa, dp 1* valew -- de /?, r^witimt^ de l'en^ 

semMe des épreuves. 

l'ai choisi cette expérienee a cause dn nom de hauteur, et parce que 
l'ouvrage où die se trouve, la rend audientique. Chacun en peut faire 
beaucoup d'autres de la même espèce , soit avec une pièce de monnaie, 
soit avec un ^e à six faces. Dans ce dernier eas, le nombre de fois que 
ehaque -ftce arrivera, sur un très grand nombre d'épreuves, sera à 
très peu pvès «m sixième àe cebii-d , a moins que le dé m soit faux ou 
«mI construit. 

(Si). Le théorèpe sur lequel est fondée la règle pvéeédente est dk à 
Jacques fltomouilli, qui en avait médité la démonstration pendant 
visgt asMes. Celle qu'il a donnée se déduit de la l^rmule du binôme 
an nmyea des propositions suivantes. 

Soient , à ckaque épreuve , /i et ^ les chances données des deux évé« 
nements oe«tr»res B cl F; soient aussi g^ h^k, des nombres entiers. 
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teîs que Ton ait 

P = f, y = j, & + * = *, /i + 5f=:i; 

dësîgaoas par m^ n^ fi, d'autres nombres entiers^ liés k g, h, kf 
par les équations 

m:=zgk^ n=zhk, fiz=zm-^nz=:(g'^ h) k, 

de manière que les chances p et q soient entre elles comme les nom- 
bres metn, que Ton pourra rendre aussi grands qu'on voudra en 
augmentant convenablement g, h, k, sans changer leur rapport. 
Cela posé : 

i\ Dans le développement de (p + qf^ le terme le plus grand 
sera celui qui répond au produit p^q"*, et comme ce terme est la 
probabilité de l'arrivée de m fois E et de /i fois F (n® 14)^ il s'ensuit 
que cet événement composé, c'est-à-dire, l'arrivée des événements 
en raison directe de leurs chances respectives , est le plus probable de 
tous les événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre 
quelconque ft d'épreuves. 

s"*. Si ce nombre /^ est très grand, le rapport du plus grand terme 

du développement de (/i -f- ?/* À la somme de tous les termes, ou à 
l'unité, sera une très petite fraction, qui diminuera indéfiniment 
à mesure que fA augmentera encore davantage; par conséquent, dans 
une longue série d épreuves , l'événement composé le plus probable, 
le sera cependant très peu , et de moins en moins à mesure que les 
épreuves seront plus long-temps prolongées. 

S"*. Mais si l'on considère dans le développement de {p'+^qYfBoa 
plus grand terme , les / termes qui le suivent et les l termes qui le 
précèdent , et si l'on désigne par A la somme de ces 3/ -f" < termes con- 
sécutifs , on pourra toujours, sans changer ni p niq, prendre fi assez 
grand pour que la fraction A difïere de l'unité, d'aussi peu qu'on you«- 
dra; et à mesure que /ju augmentera encore davantage, A approchera 
de plus en plus d'être égal à un. On conclut de là que dans une longue 
série d'épreuves, il y a toujours une grande probabilité A' que l'évé- 
pemeut E arrivera un nombre de fois compris entre les limites mdblf 
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et F un nombre de fois compris entre nq= i; de telle sorte que sans 
changer l'intervalle 2I des limites de ces deux nombres , on pourra 
rendre le nombre fx, des épreuves assez grand pour que la probabilité A 
soit aussi approchante qu'on voudra de la certitude. Si l'on prend les 
rapports de ces limites au nombre fi des épreuves, que l'on ait égard 
aux équations précédentes , et qu'on fasse 

ces rapports seront />' et q'; et comme la fraction J" diminuera indéfi- 
niment à mesure que ft augmentera^ il s'ensuit que ces rapports, va- 
riables avec fJL, approcheront aussi indéfiniment, et avec une très 
grande probabilité, des chances p et 9 de E et F; ce qui est l'énoncé 
du beau théorème de Jacques Bernouilli. 

Nous renverrons pour la démonstration de ces propriétés des termes 

du développement de (p -f- qT aux ouvrages où elle est exposée (*). 
Celle du théorème même , que Ton trouvera dans le chapitre sui- 
vant^ est fondée sur l'emploi du calcul intégral. En attendant, on ne 
doit pas perdre de vue que ce théorème suppose essentiellement l'in- 
variabilité des chances des événements simples £ et F, pendant toute 
la durée des épreuves. Or, dans les applications du calcul des probabi- 
lités, soit k divei*s phénomènes physiques, soit à des choses morales, 
ces chances varient le plus souvent d'une épreuve § une autre, et le 
plus souvent aussi, d'une manière tout-à-feit irrégnlière. Le théorème 
dont il s'agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il 
existe d'autres propositions plus générales, qui ont lieu quelle que soit 
la variation des chances successives des événements, et sur lesquelles 
sont fondées les plus importantes applications de la théorie des proba- 
bilités. Elles seront également démontrées dans les chapitres suivants; 
on en va maintenant donner l'énoncé , et en déduire la loi des grands 
nombres, que l'on a considérée dans le préambule de cet ouvrage. 



V 

\ 



(^ Ar» cçnjeeiandi; pars quarta. Traiié élémenunre des probabilités de M. La* 
xipoij^; 1** section. 
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comme un fait général , résaltant d'obscrvatîoiis de tontes natures. 
(5a). Dans un très grand nombre ft d'épreuves consécutives i repré- 
sentons la chance de l'événement E de nature quelconque, par p. à la 
première épreuve , par p. à la seconde , . . . par p^ à la dernière. Soit 
aussi // la moyenne de toutes ces chances , ou leur somme divisée 
par leur nombre, c'est-à-dire, 

en même temps, la chance moyenne de l'événement contraire F sera 
la somme des fractions i — p, , i — p^, . , . i — p^^ divisée par jm; et 
en la désignant par q', on aura p'-j-^r'srr: i. Cela étant, Tune des 
propositions générales que nous voulons considérer, consiste en ce 
que si l'on appelle m et n les nombres de fois que E et F arriveront 
ou sont arrivés pendant la série de ces épreuves, les rapports de m 
et n au nombre total ft ou m + n , seront , à très peu près et avec une 
très grande probabilité, les valeurs des chances moyennes p' et ç', et 

réciproquement, p' et q' seront les valeurs approchées de — et -. 

Lorsque ces rapports auront été déduits d'une longue série d'é- 
preuves , ils feront donc connaître les chances moyennes j/ et q', de 
même qu'ils déterminent, par la règle du n* ^g, les chances mêmes p 
et f de E et F, quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeui*s 
approchées de p\et q[ puissent servir, aussi par approximation , à 
évaluer les nombras de fois que E et F arriveront dans une nouvelle 
série d'un grand nombre d'épreuves, il faut qu'il soit certain, ou du 
moins très probable, que les chances moyennes de E et F seront 
exactement , ou à fort peu près les mêmes , pour cette seconde série , 
et pour la première. Or, c'est ce qui a lieu effectivement en vertu 
d'une autre proposition générale dont voici l'énoncé. 

Je suppose que par la nature des événements E et F, celui qui 
arrivera à . chaque épreuve puisse être dû à l'une des causes C„ 
Cft, Cs,...Cy, dont y est le nombre, qui s'excluent mutuellement, 

et que je regarderai d'abord comme égalei;nent possibles. Je désigne 
par Ci la chance que la cause quelconque Q dminera a l'arrivée de 
l'événement E; de manière qu'à une épreuve déterminée, à la pre- 
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mière , par exemple , la chance de E soit c, quand ce sera la cause C, 
qui interviendra , c, quand ce sera C,, etc. S'il n'y avait qu'mne seule 
cause possible , la chance de E serait néoessairement la même à tontes 
les épreuves; mais dans notre hjpothèee, elle sera susceptible, à cha- 
que épreuye, d'un nombre » de valeurs également probables, et va- 
riera, en conséquence, d'une épreuve à une autre. Or, si l'on fait 

la somme des chances que E aura eu, dans un très grand nombre d'é- 
preuves déjà efièctuées, ou que cet événement aura dans une longue 
série d'épreuves (uturos , divisée par leur nombre, sera, à très peu près 
et très probablement, égale à la fipaclion y, dont la grandeur est indé- 
pendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E 
pourra être regardée comme étant la même dans deus ou plusieurs 
séries , dont chacune sera composée d'un très grand nombre d'é- 

prenves. 

En combinant cette seconde proposition générale avec la première , 
on en conclut que si m est le nombre de fois que l'événement E arri- 
vera ou est arrivé dans un très grand nombre f* d'épreuves, et m' 
dans un autre très grand nombre /x', on aura , à très peu près et très 
probablement , 



I 

^ 



Ces deux rapports seraient rigoureusement égaux entre eux , Çt k la 
quantité inconnue > , si les nombres /* et /«' pouvaient être infinis. 
Loreque leure valeura données par l'observation différeront notable- 
ment l'une de l'autre, il y aura lieu de penser que dans l'mtervalle 
des deux séries d'éinreuves, quelques-unes des causes C, , C,, C,, etc. , 
auront cessé d'être possibles, et que d'autres le seront devenues; 
ce qui aura changé les chances c., c„ c„ etc., et par suite la valeur 
de y. Toutefois, ce cjiangement ne sera pas certain , et nous donne- 
rons dans la suite l'expression de sa probabilité, en fonction de la 

différence observée 5 — -, et des nombres d'épreuves ^ et ft'. 
On fera rentrer cette conséquence des deux propositions précéden- 
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tes, dans le théorème même de Jacqaes Bernoailll » en observant que 
dans l'hypothèse sur laquelle la seconde est fondée, la fraction y est 
la chance de E , inconnue , mais constante pendant les deux séries d'é- 
preuves. En effet, cet événement peut arriver à chaque épreuve, en 
vertu de chacune des causes C. , C^, Cji etc. , qui ont toute une même 

probabilité - ; la chance de son arrivée en verlu de la cause quelcon- 
que Q, sera le produit - Ci^ d'après la règle du n^ 5; et d'après celle du 
n"* lo, sa chance complète aura pour valeur la somme des produits 
-^\} - ^i^ - ^fî etc., égale à la quantité y. 

Pour plus de simplicité , nous avons regardé toutes les causes 
C'i f Q> Q, etc.« comme également possibles; mais on peut supposer 
que chacune d'elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre 
total v; ce qui les rendra inégalement probables. On désignera alors 
par ryi le nombre de fois que la cause quelconque Ci sera répétée dans 
ce nombre v\ la fraction y^ exprimera la probabilité de cette cause; et 
l'expression de y deviendra 

> = > . c « + >« ^« + > 3 ^s 4- . • '. • H- y ^ f • 

On aura, en même temps, 

puisque l'une des causes auxquelles ces probabilités se rapportent , 
devra avoir lieu certainement à chaque épreuve. Lorsque le nombre 
des causes possibles sera infini, la .probabilité de chacune d'elles de- 
viendra infiniment petite; en représentant, dans ce cas, par x l'une des 
chances cr, , c,,, Cj,. . . . c, , dont la valeur pourra s'étendre depuis 
j:=:o jusqu'à ^= i , et par \dx^ la probabilité de la cause qui 
donne cette chance quelconque x à l'événement E, on aura, comme 
dans le n*'45, 

y=i I ^xdx , I Ydx = I . 

(55). Supposons actuellement qu'au lieu de deux événements possibles 
E et F, il y en ait un nombre donné A, dont un seul devra arriver à cha- 
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que épreuve. Ce cas est œlai où l'on considère une chose A d'une nature 
quelconque, susceptible d'un nombre A de valeurs, connues ou in- 
connues, que îe représenterai par a, , a» » a^,. . . . a^-, et parmi les- 
quelles une seule devra avoir lieu à chaque épreuve , de sorte que 
celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, l'événe- 
ment observé ou l'événement futur. Soit aussi Cii, la chance que la 
cause Cj, si elle était certaine, donnerait à la valeur a^^ de A. Les 
valeurs de Cij,, relatives aux divers indices i et tj depuis 1= i jusqu'à 
isssir et depuis t z:z \ jusqu'à i' == X, seront connues ou inconnues; 
mais pour chaque indice 1', on devra avoir 

^1,1 + ^1,. + ^1.8 +• • • •+ Q.x= I ; 

car si la cause Q était certaine 9 Tune des valeurs a, , a., a,,. . . .a^, 
arriverait certainement en vertu de cette cause. Désignons j en outre , 
par Uy, 1^ somme des chances de a^^, qui auront ou qui ont eu lieu dans 
un très grand nombre /t d'épreuves consécutives, divisée par ce nom«^ 
bre, c'est-à-dire, la chance moyenne de cette valeur ai, de A, dans 
cette série d'expériences. En considérant Og/ comme un événement E , 
et l'ensemble des A— ^ i autres valeurs de A comme l'événement con- 
traire F, on pourra prendre , d'après la seconde proposition générale 
du numéro précédent, 

>!>>•> >s> • • • y 9 étant toujours les probabilités des divei^es causes 
qui peuvent amener les événements pendant. la série d'épreuves, ou 
autrement dit, qui peuvent produire les valeurs de A que l'on a ob- 
servées ou que l'on observera. Cela posé, la troisième proposition gé- 
nérale qui nous reste à faire connaître, consiste en ce que la somme 
de ces fi valeurs de A , divisée par leur nombre , ou la valeur moyenne 
de cette chose, différera très probablement fort peu de la somme de 
toutes ses valeurs possibles, multipliées respectivement par leurs chan- 
ces moyennes. Ainsi, en appelant s la somme des valeui^ effectives 
de A, on aura, à très peu près et avec une grande probabilité , 
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de telle sorte que si Too désigne par J" une f ractkm aassi petite cpie 
l'on voudra , ou pourra toujours supposer le nombre fi asses grand 
pour rendre aussi peu différente que Ton voudra de l'untte, la proba- 
bilité que la différence des deux membres de cette équation sera 
moindre que J^. Observons de plus que d'après l'expression précé-* 
dente de ai/^ et les valeurs de a,, tt^fO^, etc.» qui s'en déduisent, lese^* 
cond membre est indépendant de fi; quand ce nombre est très grand» 
la somme s lui est donc sensiblement proportionnelle ; par conséquent, 
si Ton représente par / la somme des valeurs de A dans une autre 
série d'un très grand nombre fJi/ d'épreuves» la difiërenoe des rap- 

ports - et -7 sera très probablement fort petite; et en la négligeant» 



on aura 

s 

A» 



Dans la plupart des questions» le nombre A des valeurs possibles 
de A est infini ; elles croissent par degrés infiniment petits » et sont 
comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause 
quelconque Cj donne à chacune de ces valeurs devient» par consé-* 
quent » infiniment petite. En représentant ces limites par / et P, et 
par Zflz la chance que donnera Q à une valeur quelconque z, qui 
pourra s'étendre depuis z=l jusqu'à ;; s=s f^ on aura 

/•If 

la chance totale de cette valeur s» ou à très peu près sa chance moyenne 
pendant la série des épreuves» sera Zefe» en faisant» pour abréger, 

et il en résultera 

i = r zzdz. 

A* J l 

La quantité Z sera une fonction connue ou inconnue de z ; mais la 
somme des fractions >,,>., 3^s» e^c. , étant l'unité^ ainsi que chacune 

des intégrales r'z.rfz, y]' Z.efe»y^ Zyfc» etc., on aura touJMrs 



/ 



Zdz 
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soit qu'il n'j til qu'un nombre limité 9 de cause» possibles , soit qu'il 
y en ail un nombre lUimité, on qu on ait y ss oo • 

(54)* Maintenant, la loi des grands nombre réside dans ces deux 
équations 



m m s s 



applicables à tous les cas d'éventualité des choses physiques et des 
choses morales. Elle a deux significations différentes dont chacune ré- 
pond à Tune de ces équations, et qui se vérifient constamment Tune 
et l'autre, comme on a pu le voir par les exemples variés que j'ai 
cités dans le préambule de cet ouvrage. Ces exemples de toute espèce 
ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et son exactitude; 
mais il était bon , à cause de Timportauce de cette loi» qu'elle fût dé- 
montrée à priori; car elle est la base nécessaire des applications du 
calcul des probabilités, qui nous intéressent le plus; et d'ailleurs sa 
démonstration^ fondée surlespropositionsdesdeux numéros précédents, 
a l'avantage de nons faire connaître la raison même de son existence» 
En yertu de la première équation , le nombre m de fois qu'nn évé- 
nement E| de nature quelconque ^ a lieu dans on très grand nombre ft 
d'épreuves, peut être regardé comme proportionnel à fi. Pour chaque 

nature de chose, le rapport — aune valeur spéciale y, qu'il atteindrait 

rigourensemeniy si fJL pouvait devenir infini ; et la théorie nous montré 
que cette valeur est la somme des chances possibles de Ë à chaque 
épreuve, multipliées respectivement par les probabilités des causes 
qui leur correspondent « Ce qui caractérise l'ensemble de ces causes, 
c'est la relation qui existe pour chacune d'elles entre sa probabilité et 
la chance qu'elle donnerait , si elle était certaine, à l'arrivée de E. Tant 
que cette loi de probabilité ne change pas, nous observons la perma- 
nence du rapport —, dans diverses séries composées d'un grand nombre 

d'épreuves; si, au contraire, entre deux séries d'épreuves, cette loi 
a change, et qu'il en soit résulté dans la chance moyenne y, un chan- 
gement notable , naos en serons avertis par un changement semblable 



dans la valeur de — : lorsque , dans l'intervalle de deux séries d'ob- 
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servatioDs , des circonstances quelconques auront rendu plus probables 
les causes , physiques ou morales, qui donnent les plus grandes chances 
à Tarrivée de E , il en résultera une augmentation de la valeur de y 

dans cet intervalle , et le rapport — se trouvera plus grand dans la se- 
conde série qu'il n'était dans la première ; le contraire arrivera , quand 
les circonstances auront augmenté les probabilités des causes qui 
donnent les moindres chances à l'arrivée de E. Par la nature de cet 
événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on 
aura Y = i et 7 = 7; et très probablement, le nombre de fois que 
E arrivera dans une longue série d'épreuves s'écartera très peu de la 
moitié de leur nombre. De même , si les causes de E ont des proba- 
bilités proportionnelles aux chances que ces causes donnent à son ar- 
rivée, et que leur nombre soit encore infini, on aura Y = oj:; pour 

que rintégrale f \dx soit Tunité^ il faudra que Ton ait£Z=:3 \ il en ré- 
sultera donc >=sf ; par conséquent dans une longue série d'épreuves, il y 
aura une probabilité très approchante de la certitude , que le nombre des 
arrivées de E sera à très peu près douMe de celui des arrivées de l'événe- 
ment contraire. Mais dans la plupart des questions, la loi de probabi-* 
lité des causes nous est inconnue , la chance moyenne y ne peut être 
calculée à priori y et c'est l'expérience qui en donne la valeur appro- 
chée et très probable , en prolongeant la série des épreuves assez loin 

pour que le rapport — devienne sensiblement invariable, et prenant 

alors ce rapport pour cette valeur* 

L'invariabilité presque parfaite de ce rapport - pour chaque nature 

d'événements, est un fait bien digne de remarque, si l'on considère 
toutes les variations des chances pendant une longue séries d'épreuves. 
On serait tenté de l'attribuer à l'intervention d'une puissance occulte, 
distincte des causes physiques ou morales des événements , et agissant 
dans quelque vue d'ordre et de conservation; mais la théorie nous 
montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi 
de probabilité des causes , relative à chaque espèce d'événements • ne 
vient point à changer; en sorte qu'on doit la regarder, dans chaque 
cas, comme étant l'état naturel des choses, qui subsiste de lui-même 
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sans le secours d'aacane cause étrangère, et aurait , au contraire , be- 
soin d'une pareille cause pour éprouver un notable changement. On 
peut le comparer à l'état de repos des corps , qui subsiste en vertu de 
la seule inertie de la matière tant qu'aucune cause étrangère ne vient 
le troubler. 

(55). Avant de considérer la seconde des deux équations précé- 
dentes f il est bon de donner quelques exemples relatif à la pre- 
mière y et propres à éclairer la question. 

Supposons quV>n ait un nombre y d'urnes C., C., Qy • • • C,, contenant 
d^s boules blanches et des boules noires. Désignons par c., la chance 
d'amener une boule blanche en tirant dans l'urne quelconque C.; la- 
quelle chance pourra être la même pour plusieurs de ces urnes. On 
prend au hasard une de ces urnes que l'on remplace par une urne 
semblable; on en prend ensuite une seconde , aussi au hasard et que 
l'on remplace également par une semblable ; puis une troisième que 
l'on remplace de même ; et ainsi de suite , de manière que Fensemble 
des urnes €,,€., Q, etc., demeure toujours le même. On forme ainsi 
une série d'urnes B,, B», B,, etc., indéfiniment prolongée, qui ne 
renferme que les urnes données C. , G., Cj, etc., plus ou moins répé- 
tées. Désignons la chance d'extraire une boule blanche de B. par 
6t, de B^ par 6», de B3 par b^j etc. , de sorte que la série indéfinie 
^i> Kf b^f etc., ne contienne aussi que les chances données c.,c«, Cs,etc., 
qui pourront y être répétées. Cela étant, on tire une boule de B., une 
de B., une de B,, etc., jusqu'à l'urne B^ inclusivement. En appelant C 
la chance moyenne de l'extraction d'une boule blanche dans ces m ti- 
rages successifs , on aura 

C = - (6, + ft. + &, -f- . . . + bf^. 

Or, les urnes C. , C., C9, etc. , représentent les f seules causes possibles 
de l'arrivée d'une boule blanche à chaque épreuve ; par conséquent , 
si fe est un très grand nombre, que Ton fiisse , comme plus haut. 
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et que Ion désigne par m le nooibre de boules Uandie» qui seront ex- 
traites^ on aurai d'après tce qui. précède , 



m 



à très peu près etavec une grande probabilité. Ainsi le nombre m ne 
changera pas sensiblement si Ton répète les tirages sur , les mêmes 
urnes Bg , B«, Bs, • • . B^, ou sur un nombre /jl d autres urnes consécuti- 
ves, et si on les effectue sur un autre très grand nombre ft' d'urnes, le 

nombre de boules blanches qui arriveront aura ^ — pour valeur ap- 
prochée et très probable. 

Si l'on extrait fi, fois de suite au hasard , une boule de Tensemble 
de$ urnes C, , Cg, Cs ^ etc. > en remettant à chaque fois la bomle extraite 
dans Turne dçnt elle est sortie , la chance d'ex'traire une boule blanche 
sera la même à toutes les épreuves , et égalé à y d'après la règle du 
n^ lo; lorsque 4eur nombre sera très grand, celui dé» boules blanches 
que l'oa ainèoepa sera donc y en verfu de la- règle du n"" 49» ^ ^^ P^^ 
près et très probablement égal au produit fjiy , comme dans la question 
précédente; mais ces deux questions sont essentiellement distinctes; 
et les deux résultats ne coïncident que dans le cas où fA est un très 
grand nombre. Quand il ne l'est pas | la chance d'amener un nombre 
donné m de boules blanches dépend , dans la première question, non- 
seulement du système des urnes données Cj, €.,€3, etc., mais aussi du 
système des urnes B, ^ B^, B^, etc. , que l'on en a déduit au hasard. Je 
réduis , par exemple , les urnes données à trois €.,€«, Cj, et je prends 
)x = 2 et m = I , de sorte qu'il s'agisse de savoir quelle est la chance 
de tirer une boule blanche de l'une des deux urnes B, et B« , et une 
boule noire de l'autre. Relativement a ces deux urnes, il peut arriver 
neuf combinaisons différentes que j'indiquerai de cette manière : 

B| 5=sB|^sssC,, Bi^J^ssC», BiCaBa^Ci, 

B. = C,etB.= C., B. = C.étB. = C3, B, = C. etB.= Cs, 
B. =C.etB.= C,, B, =C3etB. s=sC,, B,= C, etB^=C.. 

Pour chacune de ces neuf combinaisons , la chance demandée aura une 
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yaleur détermiDée ; ses neuf Talenrs pcnsibles selon la combtnaisoa 
qui aura eu lieu ^ serout 

ac,(i — c,), 2ér.(i — c,), 2C3 (i — Cj), 

pour les trois premières; 

pour les trois intermédiaires; et les mêmes que celles-ci, pour les trois 
dernières. Il est aisé de voir que la valeur moyenne de ces neuf chances, 
ou leur somme divisée par neaf, doit être la chance d'amener une 
blanche et une noire , en tirant une première fois au hasard dans le 
groupe des trois urnes C. , Q, Q , puis une seconde fois après avoir re- 
mis la première boule extraite dans l'urne d'où elle serait sortie. Et , 
en effet, cette chance serait le double du produit de K^i+c^+Cs) et 
de I — - ^ (C| *f- Cg -h^s); quantité égale au neuvième de la somme des 
neuf chances précédentes. 

Avant que le système des urnes B|, B«, B3, etc., soit formé et dé- 
duit du système des urnes données , nous n'aurions aucune raison de 
croire que la n^' urne B. sera plutôt Tune que l'autre des urnes C, , 
Cft, C3, etc.; pour nous, la probabilité de l'extraction d'une boule 
blanche au n""' tirage serait donc la somme des chances c, , c^, Cj, etc., 
divisée par leur nombre, c'est-à-dire la quantité y; mais quoique 
elle soit la même pour tous les tirages , et que leur nombre jâ fût aussi 
grand qu'on voudra , nous ne serions pas autorisés à en conclure , eu 
vertu de la seule règle du n"* 49 » q^^ '^ nombre m des extractions de 
boules blanches, des urnes B,, B«, Bj, etc., devra s'écarter très proba- 
blement fort peu du produit /jLy; car on ne doit pas perdre de vue 
que cette règle est fondée sur la chance propre de l'événement que 
l'on considère , et non sur sa probabilité, ou la raison que nous pou- 
vons avoir de croire qu'il arrivera. 

(56). Pour second exemple, je suppose que l'on ait un très grand 
nombre de pièces de cinq francs, que j'appellerai A, , A. , As, etc., et 
dont chacune présentera une de ses deux faces , en retombant à terre 
après avoir été projetée en l'air. Relativement à la pièce quelcon- 
que A|, je désignerai par a^ la chance de l'arrivée de tête, qui dépen- 

19.. 
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« 

dra de la eonstitttâon physique de cette pièœ. La yâleur de a^ sera 
inconnue à priori; on la déterminera par Texperience en projetant Aï 
un très grand nombre de fois m ; et comme cette chance demeurera 
constante pendant cette série d'épreuves, si tête arrive un nombre /i| 
de fois, on pourra prendre, par la règle du n* 49? 

^' — m' 

pour sa valeur approchée et très probable. On s'en servira ensuite 
pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs à la 
projection de la méime pièce Â, : on pourra parier à jeu égal , m con- 
tre i» — rii que tête arrivera dans une nouvelle épreuve , m* con- 
tre m* — ni* qu'il amvera deux fois dans deux épreuves successives, 
2/ii (m-— /i| ) contre m*— 2^1 (m'^m) que tête aura lieu une fois seule- 
ment dans ces deux épreuves , ete. Dans une nouvelle série d'un très 
grand nombre m' d'épreuves , le nombre de fois n/ que tête arrivera , 
aura, à très peu près et avec une grande probabilité, le produit m'ai pour 

valeur, toujours d'après la règle du n** 49^ ^^ deux rapports ^'et-^ , 

devront donc s'écarter très peu l'un de l'autre ; mais, toutefois a raison 
de ce que cette valeur de a; donnée par l'expérience , est seulement 
très probable et non pas certaine , la probabilité du peu de différence 
de ces deux rapports ne sera pas si grande, comme on le verra par 
la suite , que si la valeur de cette chance % était certaine et donnée 
à priori. 

Au lieu de projeter la même pièce un très grand nombre de fois, 
supposons que l'on emploie successivement un très grand nombre fc de 
pièces de cinq francs , prises au hasard parmi celles qui proviennent 
d'un même mode de fabrication , et soit n le nombre de fois que tête 
arrivera. Appelons a la chance moyenne de l'arrivée de tête, non pas seu- 
lement pour toutes les pièces dont on aura ùii usage, mais pour toutes 
les pièces de la même espèce et provenant delà même fabrication. En 
vertu des deux propositons générales du n^ 5a, nous aurons, à très 
peu près et très probablement, 



n 



J 
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tomme si les chances iacomiaes a,^ a», 09, etc., étaient toutes égales 
entre elles. 

fk Vf 

Selon que Ton trouvera - > î ou - < ^9 on en conclura que dans 

les pièces de cinq francs de cette fabrication , la chance de l'arrivée 
de tête est généralement plus grande ou moindre que celle de l'arri- 
vée de la face opposée. A l'égard d'une pièce A| en particulier, la chance 

Af étant différente de a, il pourra arriver que Ton ait — < > en même 

temps que - >2, ou bien -^<7 en même temps que- > |. 

Si l'on projette de nouveau les mêmes pièces de cinq francs, ou, plus 
généralement , un très grand nombre /m! d'autres pièces de la même 
espèce , provenant de la même fabrication , et à la même efBgie , la 
quantité a , telle qu'elle a été définie , ne changera pas ; par consé- 
quent 9 n* étant le nombre de fois que tête arrivera dans cette nou^ 
velle série d'épreuves, on devra avoir 



de même que Ton a 









pour une même pièce Âj dans deux séries d'épreuves différentes* Mais 
ces rapports - et ^ , seront inégaux en général, lorsque les pièces em- 
ployées dans les deux séries d'épreuves ne seront pas d'une même 
espèce, ou proviendront d'une fabrication différente^ de même 

que le rappbrt -^ varie d'une pièce Ai à une autre. 

(57). Quoique les chances constantes-el les chances moyennes des 
événements se déterminent de la même manière et avec la même pro- 
baUlité par l'expérience , il y a cependant des différences essentielles 
dans les usages que l'on en peut faire. La chance moyenne comme la 
chance constante fait connaître immédiatement la probabilité de Far- 
nyéey dans une nouvelle épreuve isolée, de l'événement que l'on con- 
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sidère; mais il n'en est pas toujours de même , quand il s'agit de Tarri- 
rée d'un eTenement composé de celui-là. 

Je prends pour exemple la similitude des réspltats dans deux pro- 
jections successives d'une pièce de cinq francs. U y aura alors deux cas 
différents à examiner. On pourra supposer que ce couple d'épreuves 
aura lieu avec deux pièces, différentes ou non , prises au hasard parmi 
toutes les pièces A. ^ A., A3 , etc. , d'une même fabrication et dont je 
désignerai par A le nombre total , ou bien avec une même pièce prise 
également au hasard ; dans le premier cas ^ la probabilité de la simili- 
tude ne dépendra que de la quantité « du numéro précédent, et sera 
la même que s'il s'agissait de chances constantes; dans le second cas, 
elle dépendra, en outre, d'une autre quantité inconnue, par laqudle 
elle différera de sa Taleur relative k des chances invariables. 

Pour le faire voir, j'observe que relativement à deux pièces quel- 
conques A| et A]/, la probabilité de la similitude des r^ultats dans 
deux épreuves consécutives, a pour valeur 

^i^if -^^ {i — ^1) (' — ^i/)- 

Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune 
des pièces A. , A«, Aj , etc., pouvant être combinée avec elle-même et 
avec toutes les autres, le nombre de ces combinaisons également possi- 
bles sera le carré de A, et en désignant par s la probabilité complète de 
la similitude, nous aurons , d'après la règle du n* 10, 

s = i[2a,2^|, + 2(i — Oi) 2(1 — ai,)]; 

les sommes Z s'étendent depuis z=i et i^s=si jusqu'à î== X et î^=:A. 
Je fais 

^> ^i» ef^i/ > A + cTj , A: + J^j/, désignant des fractions positives ou ïiégati- 
ves, dont la première se déduira du rapport - du numéro précédent , 
donné par l'observation, et les autres varieM>nt d'une pièce à une 
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aatre^ de telle sorte que l'on ait 

On aura , en même temps, 

1 — oi = i(i — A: — cTO, i — au = i(i — k — cT,,); 

au moyen des équations précédentes, les sommes 2 qui entrent dans 
lexpression de ^ se réduiront à 

2a, = iA(i + AJt, Xai, = i?<{i + k); 
S(i — 40 = iA(i — *), 2(1 — a.v) = i^{^ — k); 

et il en résultera 

quantité qui ne dépend que de A , ou de la chance moyenne, a de 
l'arrivée de tête, et nullement des inégalités de chances J^., /., cTs» etc. 
Si Ton répète la projection de deux pièces prises au hasard, un très 
grand nombre a de fois, s sera aussi la chance moyenne de la similitude 
dans cette série d'épreuves doubles ; en désignant par b le nombre de 
fois'qve la similitude arrivera^ on aura donc approximativement , d'a- 
près le n* 52 , 

b = as; 

ce qu'on pourra, vérifier par l'expcnence. 

Dans le second cas, où chaque couple d'épreuves doit être fait avec 
une même pièce ^ la proba^Hlité de la similitude relativement à la 
pièce quelconque A,, aura pour expression 

^i' + (i — aiY; 

et si Ton appelle s' la probabilité complète de la similitude , on en 
conclura 
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équation qui se réduit à 

^' = .; (i + Af + A*), 
en ayant égard à l'expression de Ut, et faisant, pour abréger, 

i SJ^,* = A*. 

Or, on voit que cette probabilité s' surpasse la probabilité s qui ayait 
lieu dans le premier cas, et qu'elle dépend d'une nouvelle inconnue h, 
dépendante elle-même des inégalités «T, , A, J^s» ^<^* 

Si l'on répète un très grand nombre de fois a', la projection deux 
fois de suite d'une même pièce prise au hasard, / exprimera la pro- 
babilité de la similitude dans cette série d'épreuves doubles ; en repré- 
sentant par b' le nombre de fois que la- similitude arrivera, nous au- 
rons donc à très peu près, 

ce qui servira à déterminer la valeur de A, celle de k étant déjà 
connue. 

(58). Je ferai remarquer que si l'on projette trois fois dis. suite une 
même pièce prise au hasard parmi A| , A^ $ Aj , etc.^ la probabilité de 
la similitude des trois résultats s'exprimera au moyen de la probabilité 
précédente / , et sera connue , par conséquent , sans recourir à de 
nouvelles expériences. En effet, relativement a^la pièce quelconque A.-, 
cette probabilité sera 

a,« + (i — OiY} 
en appelant / sa valeur complète , on aura donc 



et d'après les notations précédentes , il en résultera 



•1 
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ou, ce qui est la même chose, 

Cette quantité s^' sera aussi la chance moyenne de la similitude 
dans une très longue série de triples épreuves; si donc on désigne 
par a" leur nombre , et par V le nombre de fois que la similitude arri- 
vera , nous aurons 

En mettju^^ et -5 au lieu de y et 5" dans l'équation précédente^ on en 
déduira cette relation 

entre les nombres a% cP ^ b' , b' , qui sera d'autant plus approchée et 
d'autant plus probable qu'ils seront plus grands. 

Puisqu'elle est indépendante^ la loi des quantités a^, a^, a^, etc., 
elle subsistera également quand elles seront toutes les mêmes , c'est-à- 
dire, lorsqu'au lieu de changer de pièce à chaque épreuve double et à 
chaque épreuve triple, ou emploiera toujours la même; par consé- 
quent, si l'on projette une même pièce un très grand nombre de fois 
que je représenterai par 6c; que l'on partage cette série d'épreuves 
simples, en épreuves doubles composées de la première épreuve simple 
, et de la seconde , de la troisième et de la quatrième , et ainsi de suite ; 
qu'on la divise aussi en épreuves triples, composées de la première, la 
deuxième, la troisième, épreuves simples ,dela quatrième, la cinquième, 
la sixième, et ainsi de suite; et qu'on applique l'équation précédente à 
ces deux séries d'épreuves doubles et triples , on aura 

a' = 3c, a" = 2C , 

ce qui réduira cette équation à celle-ci 

c = *' — *% 

qui signifie que le nombre des similitudes doubles moins celui des si« 
militudes triples , sera égal au sixième du nombre total des épreuves 
simples. 

20 
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On obtiendrait des relations analogues entra ks nombres de ces si- 
militudes et de celles qui seraient œmposées de plus de deux ou trois 
épreuves simples. 

(Sql). Ces considérations s'appliquent immédiatement aux naissances 
masculines et féminines; il suffit^ pour cela, de remplacer les pièces 
A, , Â«, A3, etc., par autant de mariages différents, et de prendre pour ai, 
la chance de la naissance d'un garçon dans le mariage quelconque dési- 
gné par A|. 

En France, le nombre des naissances des deux sexes s^élève annuelle- 
ment à prçs d'un million; et dans ce nombre total, robservatjtt|.|nontre 
que le rapport des naissances masculines aux naissancé^jpkninines 
excède l'unité d'environ un quinzième : pendant les dix années écoulées 
depuis 1817 jusqu'à 18:26, sa valeur moyenne a été de i,o656^ dont ses 
valeurs extrêmes se sont à peine écartées d'un demi-centième, en plus 
ou en moins. C'est sur les observations de cet intervalle de temps que 
sont fondés les résultats de mon mén^ire sur la proportioji des nais- 
sances des deux sexes (^)« De 181 7 à i855 inclusivement, le rapport 
moyen a été i ,0619; ce qui ne diffère pas non plus d'un demi-centième 
de sa valeur pendant les dix premières de ces dix-sept années. 

La cause de la prépondérance des naissances masculines nous est in- 
connue ; il y a lieu de croire qu'elle varie beaucoup d'un mariage à un 
autre, et que les chances a„ a^, Oa, etc., sont très inégales, de telle sorte 
que beaucoup d'entre elles s'abaissent, sans doute ^ au-dessous de {. 
Cependant, comme on voit, la proportion des naissances annuelles des 
deux sexes a très peu varié pendant une période de dix^-sept ans; ce qui 
présente une vérification remarquable de la loi dès grands nombres. 

En prenant ~ pour le sapport d'un grand noaibf». de- o WBsan c^mas* 

culines au nombre correspondant des naissances des deux sexes, ce rap- 
port sera aussi la chance moyenne de la naissance d'un garçon , et Ton 

aura j^ pour la valeur de la quantité k du n^ 57. Nous ignorons si la 

chance d'une naissance mascuIine^ restera la même à chaque enfant qui 
naîtra d'un même mariage, ou bien si elle variera, par exemple» comme 



(*) Mémoires de F Académie des Sciences , tome IX* 
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elle vamra d'un mariage à un aulne. Dans le second cas, latîbalice 
moyenne deiaatmttitnde du sexe des deux piismieirs nés sera { (1*4^^*)^ 
et n'excédera ^ que d'à peu {>ràs un demi^milUènoe. Par oonstfi^Mt^ ie 
nombre de fois que cette similitude aura lieu, dans un très grand tiofiifbre 
découplés de premiers nés, surpassera d'un demi-miilième la moitié de 
celui-ci. Dans le premier cas, le premier de ces deux nombres pourra 
surpasser de beaucoup plus la moitié du second, à raison de la quantité 
inconnue h que renfermera alors l'expression j (i+A:*+^*) à^ 1^ chance 
moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura ton-* 
jours lieu entre les nombres des similitudes de sexe des deux pre* 
miers-nés et dés trois premiers-nés , observées dans un très grand 
nombre de mariages. 

(60). En vertu de la seconde équatiùti du n*" 54, si A est Une chose 
quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs à chaque 
épreuve, la somme de ses valeurs ^e l'on observera dans une longue 
série d'épreuves, sera à très peu près et très probablement, proportion- 
nelle à leur nombre. Le rapport de cette somme à ce nombre^ pour une 
chose «déterminée A, oonvergeva indéfiniment, à mesure que ce nom- 
bre augmentera encore davantage, vers une valeur spéciale qu'il attein- 
drait si ce nombre pouvait devenir infini, et qui dépend de la loi de pro- 
babilité des diverses valeurs possibles de A. On ftra sur œ rapport des 
remarques semblaiAes à œUesqoejioiKS avoes lutos dans Je n"" 54^ en 
considérant la première éinationtle œ nanërb. 

La seconde éqnation , ou plutôt 



;=/,'^. 



donnera lieu comme la première, à de nombreuses et utiles applications. 
Je suppose^ par exemple, que * soit un angle que Ion veut mesurer. 
Cet angle existe; sa grandeur est unique et déterminée; mais l'angle 
que Ton mesure à chaque opération, est une cbose susceptible téhin 
nombre infini de valeurs différentes, à raison des erreurs inéthables -et 
variables des observations^ Je prends cet atigle , qui aen ùiesuré succes- 
sivement un grand nombre de fois, pour la chose A, de sorte que Zdz 
exprime la chaaee -d'mie valeur quelconque 2 de A, résultante de la 
construction de l'instpaoïeiit et 4» l'adresse de l'observateur. Soit k 

20: 
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l'abscisse du centre de gravité de l'aire d'une courbe plane, dont z et Z 
sont l'absdsse et l'ordonnée, et qui s'étend depuis z= ^ jusqu'à z= t 
en daignant , comme dans le n« 55, par / et P les limites des valeur^ 
possibles de A. Faisons 

Z=: k + Xi l=s k + hi r =s k + h'} 

et représentons par X ce que Z devient quand on y met k+x au lieu 
de z ; nous aurons 

fJzdzz=.f^lUx^ I, f^TLxdx =o, 
et par conséquent , à très peu près , 

en vertu de rëqaalion citée, dans laquelle s est la somme des valeurs de A 
que Fou obtiendra dans un grand nombre ft d'épreuves. C'est donc vers 

la constante k que sa valeur moyenne - convergera de plus en plus, à 

mesure que fi augmentera davantage ; mais lors même que ce rapport 
sera devenu sensiblement constant, c'est-à-dire, lorsqu'il sera sensi- 
blement le même dans plusieurs séries d'autres grands nombres de me- 
sures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne diffère beaucoup 
de l'angle cl qu'on veut déterminer : elle sera toujours la valeur ap- 
prochée de la constante y qui peut ne point coïncider avec cet angle. 
En effet , soit 

s = et + a, / = a 4, g, f = « + g'; 

appelons U ce que devient Z quand on y met a -f-u au lieu de 2 ; 
nous aurons 



f^^ Zdz =: f^ Udu = I, k^cL+f^ 



Mudu. 



La différence u^ entre Tangle et et une valeur possible z de l'angle 
mesuré A, est l'une des erreurs possibles de l'instrument et de l'obser- 
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valeur; elle peut être positive ou négative, et s'étendre depuis i<=g 
jusqu'à ii = g^; sa probabilité infi aiment petite est Vdu. Or, s'il n'y a 
dans la construction de l'iastrument aucune cause qui donne aux er- 
reurs positives de plus grandes chances qu'aux erreurs négatives , ou 
réciproquement , et qu'il en soit de même pour la manière d'opérer 
de l'observateur, les limites g et g^ seront égales et de signes contrai- 
res , la fonction U sera égale pour des valeurs de la variable u égales 
et de signes contraires, et il en résultera 



r Mudu = G, 



k zsz eu. 



Dans ce cas , qui est le plus commun , le rapport - sera donc la va-^ 

leur approchée de cl. Maia, si l'instrument par sa construction, ou l'obser- 
vateur par sa manière de viser^ donne quelque prépondérance, soit aux 
chances des erreurs positives, soit à celles des erreurs négatives , l'in- 
tégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes ât et A diflereront 

l'une de l'autre, et le rapport- s'écartera notablement, en général, 

de la véritable valeur de tt. On ne pourra s'apercevoir de cette circons* 
tance, qu'en mesurant le même angle, soit avec d'autres instruments, 
soit par d'autres obserTateurs. Je me bornerai ici à indiquer cette ap«» 
plication du calcul des probabilités : en ce qui concerne les erreurs 
des (^>5ervations , et les méthodes de calcul propres à en diminuer et 
évaluer l'influence, je renverrai à la Théorie anafytique des probahUi^ 
tés et aux mémoires sur ce sujet que j'ai insérés dans la Connaissance 
des tems (*). 

(61). Pour second exemple de l'équation citée au conodnencement 
du numéro précédent, supposons que les causes désignées par C,, 
Q, Q, etc. , soient toutes celles qui déterminent les chances de durée 
de la vie humaine dans un pays et à une époque déterminés. Ces causes 
sont, entre autres, les diverses constitutions physiques des enfants 
qui naissent, le bien-être des habitants, les maladies qui abrègent cette 



(*) Années 1827 et i832. 
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durée /«t sans doote aussi qadqnes causes reauteantes de Ja vie elle- 

même , qui l'empêchent de se prolonger aunlelà de limites qu'elles n'a 
jamais dépassées : il y a lieu de croire , en effet , que si les maladies 
étaient les seules causes de mort^ et qu'elle fftt, pour ainsi dire, accident 
telle, quelques-uns des hommes parmi le nombre immense de oeux qui 
ont vécu, auraient échappé à ces dangers pendant |ilu6 de depx^ècles; 
ce qu'on n'a jamais observé. La chose A sera alots le telbps que vivra 
un enfant qui vient de naître ; z exprimera une Yaleur possible de A » 
et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes^ quelles qu'elles 
soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particu- 
lier, mais pour l'espèce humaine, dans le lieu et à Tépoque que l'on 
considérée Ainsi , concevons qu'une certaine constitution physique en 
naissant , donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal 
à z , qu'une autre constitution donne une chance It'dz de vivre jus*- 
qu'au même âge, etc.; soient aussi 2f',^, etc;, les probabilités de 
ces diverses constitutions : à raison de ces causes , la Fonction Z sera 
la somme Ç'Z' + Ç"Z"4- e^., étendue a toutes les constitutions possi^ 
blés ; et si ce nombre est infini, Z*se changena en une intégrale définie, 
qui aura une valeur inconnue, mais déterminée^ Dans le pays où les 
hommeanai^nt lepl us forts ou le mieux constitués, cette intégrale aura 
sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, elle pourra n'être 
pas la même pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z', 
Z'', Z'"i etc., d^ndxool dIaiUeurs des maladies possibles et du bien- 
être des. habitants ; Ja fonction Z sera différente, et par suite, l'inté- 
grale, de 2i2iÀ le siura aossî^ k deux époques éloignées Tune de l'autre, 
si dans l'intervalle quelque maladie a disparu , ou que le bien-être 
duipe^ple ait augmenté par .le progrès de la société. On pourra, si 
Ton Tant , prendre zéro et l'infini pour les limites / et /' de cette inté- 
grale , >en cpn^idérant Z comnxe une fonction qui s'évanouit au-delà 
d'ung valev de ii^ inconnue aussi bien que la forme de Z. Cela étant, 
les valeiin^ obsei^ée^ de A seront les âges auxquels sont morts en très 
grand nooib^ fir d'individus nés dans up même pays et vers la même 
époque; et en appelant s la somme de ces âges^ on aura, à très peu 
près et très probablement, - 



î = r"^ Zzdz ; 
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par conséquent, ce rapport -, ou ce qu'on appelle la vie mojrenne, de- 

meurera constant pour chaque pays, tant qa aucune des causes C, , €«, 
C3, etc., connues ou inconnues, n'éprouvera pas un changement no- 
Ubie. 

En France, on suppose la vie moyenne d'environ 3g ans; mais 
cette évaluation est fondée sur des observations antérieures à Fusage 
de la vaccine, et déjà très anciennes; elle doit être aujourd'hui sensi- 
blement plus longue; et il serait à désirer qu'on la déterminât de nou- 
veau, séparément pour les hommes et pour les femmes, pour les dif- 
férents étals, et pour les diverses parties du royaume. On considère 
aussi la vie moyenne à partir d'un âge donné : s est alors le nombre 
des années qu'ont vécu au-delà de cet âge , un très grand nombre /ea 

d'individus ; le rapport - est K vie moyenne relative à cet âge , avec 

r* 

lequel elle varie, en demeurant constante pour un même âge : on sup- 
pose qu'elle atteint son maximum enXxe 4 et 5 ans, et qu'elle s'élève 
alors à 45 ans. Les tables de mortaUté ont un autre objtet : sur un très 
grand nombre /a d'individim uà dans un même pays et à la même épo- 
que, elle font connaître les nombres de ceux qui vWent encore au bout 
d'un an,dedeuY ans, detroivans, etc., jusqu'à ce qu'aucun n'existe jrfus. 
Endésignant par m le nombre des vivantsqui ont un âge donné, c'est en 

vertu de la première équation du n^ 54» que lé rapport — est sensible^ 

ment invariable, du meins tant qu'il ne s'&git pas d'un âge très avancé, 
etq^e mn'est pas devenu un nombre traa yietit : veis cent ans, par exeaiple, 

cette invariabititëicousiste en.c^ qpe le. rapport ^ est toujours une très 
petite fraction. 

Dans Fiotégrale / Zuiz, au lieu de faire varier z par degrés infi- 
niment petits, si l'on lait croître cette variable par des intervalles très 
petits; que Von prenne, peur fixer les idées, clucuii de ces intervalles 
de temps ^pour unité ; et que Ton désigne par h^^Kp Aj, etc., la* sé- 
rie des valeurs de 2^ et par H, , H., H,, etc., les valems correspon** 
dantes de Z, la somme des prodwt» HA, H^A», H^Aj, etc., sera, 
oovime en sait, la valeur approchée de cette intégrale. En désignant 
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par V la vie moyenne ^ à partir de la naissance ; on aura donc aussi 

V = H.A. + HA + H3A, + etc. 

Or, H, exprimant ici la cha nce de mourir à un âge A., il s'ensuit 
que relativement à la durée de la vie humaine ^ on peut considérer la 
vie moyenne sf comme l'espérance mathématique (n»23) d'un enfant 
qui vient de naître et dont la constitution physique nous est in- 
connue; mais d'après les tables de mortalité, sur un très grand 
nombre d'enfants ^ plus de la moitié meurt avant d'avoir atteint cet 
âge \f. 

(62). Supposons, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et 
pour un jour de l'année aussi donné, on ait calculé l'excès de la haute sur 
la basse mer qui aurait lieu en vertu des actions simultanées du soleil et 
de la lune. Prenons pour la chose A, la diflërence entre cet excès calculé 
et celui qui est observé dans le même lieuet à la même époque de cha- 
que année. Les valeurs de A varieront d'une année à une autre, à rai- 
son des vents qui peuvent souffler en ce lieu et à cette époque, et qui 
déterminent les chances de ces diverses valeurs. Or, si l'on considère 
toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs proba* 
bilités respectives, et les chances que ces causes donnent à une valeur 

quelconque z de A, l'intégrale / Zzàz aura une valeur inconnue, mais 

déterminéie, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité 

de chaque vent possible ne changera pas. Le rapport - sera donc aussi 

à très peu près invariable; fi étant la somme des valeurs de A , obser- 
vées pendant une longue suite d'années. 

^ous oe savons pas à priori j si - est zéro ou une fraction qu'on 

puisse négliger, c'est-à-^îre , si l'influence des vents sur les lois 
générales des marées est insensible; l'expérience seule peut nous 
faire connaitire la valeur de ce rapport, .et nous apprendre s'il varie 
aux différentes époques de l'année , et pour les lieux difiërent» 
où les observations sont faites, sur la côte, dans les ports, en 
pleine mer. Pour connaître l'influence de tel ou tel vejit en parr 
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ticulier, il faudrait n'employer que des valeurs de A observées sous 
cette influence; toutefois, afin de n'avoir pas besoin d'un trop grand 
nombre d'années d'observations , ces valeurs pourraient répoudre à 
plusieurs jours consécutif , pendant lesquels là direction du vent au- 
rait peu changé. Plusieurs savants s'occupent maintenant de cet exa- 
men, qui exiger^ un long travail, et ne manquera pas de conduire 
à des résultats intéressants. 

(63). L'exposition des règles du calcul des probabilités et de leurs 
conséquences générales , qui a été faite dans ce chapitre et dans le pré- 
cédent , étant actuellement complète, je reviens sur la notion de cause 
et à! effets qui est seulement indiquée dans le n^ 27. 

La cause propre d^une chose E est , comme on l'a dit dans ce numéro, 
une autre chose C qui possède une puissance de produire nécessaire- 
ment E , quelles que soit d'ailleurs la nature de ce pouîfoir et la manière 
dont il s'exerce. Ainsi, ce qu'on appelle l'attraction de la terre est 
une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés à 
la surface du globe, dès qu'il ne sont pas soutenus; et de même, dans 
notre volonté , réside un pouyoir de produire, par l'intermédiaire 
des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que Ton 
nomme, pour cette raison, mouvements volontaires. Quelquefois, dans 
la nature , la chose E n'a qu'une seule cause C qui puisse la produire , 
de sorte que l'observation de E suppose toujours l'intervention de C. 
Dans i^'autres cas, cette chose peut être attribuée à plusieurs eauses dis- 
tinct es, *qui concourent ensemble, ou qui s'excluent mutuellement de 
manière qu'une seule ait dû produira E. 

Telles sont, en ce qui concerne le principe de la causalité, les idées 
les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant l'il- 
lustre historien de l'Angleterre a émi^ sur ce point de [métaphysique , 
une opinion différente qu'il convient d'examiner, et sur laquelle le cal- 
cul des probabilités peut jeter un grand jour. 

Selon Hume (*), nous ne pouvons avoir d'autre idée de la cou- 
salité que celle d'un concours et non d'une connexion nécessaire entre 



(*) Essais philosophiques sur Teniendement humain; leptième essai : de Tidëc 
de pouToir ou de liaison nécessaire. 

ai 
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ce que nous appelons cause et effet; et ce concours n'est pour nous 
qu'une forte présomption, résultant de ce que nous l'avons observé 
un grand nombre de fois : si nous l'eussions observé un nombre de 
fois peu considérable 5 ce serait juger de la nature sur un trop petit 
échantillon, que de présumer qu'il se reproduira désormais. D'autres 
ont partagé la même opinion, et l'ont appuyée sur les .règles de la pro- 
babilité des événements futurs, d'après l'observation des événements 
passés. Mais Hume va plus loin ; et sans même recourir à ces lois de 
probabilité, il pense €}ue Thabitude de voir l'effet succéder à la cause , 
produit dans noire esprit une soiie d'association d'idées qui nous 
porte h croire que l'effet va arriver quand la cause a eu lieu ; ce qui 
peut être effectivement vrai pour la plupart des hommes , qui n'exa- 
minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité : 
pour eux, cette association d'idées doit être comparée à celle qui se 
fait dans notre esprit, entre le nom d'une chose et la chose même, et 
qui est telle^ que le nom nous rappelle la chose, indépendamment de 
notre réflexion et de notre volonté. 

Un des exemptes que l'auteur choisit pour expliquer son opinion est 
le choc d'un corps en mouvement contre un corps libre et en repos, et 
le mouvement de ce second corps à la suite de sa rencontre par le pre- 
mier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en ef- 
fet, un événement que nous avons tifbservé wa très grand nombre de fois, 
sans que Tévénemeat contraire se soit jamais présenté; ce qui«uffit, 
abstraction faite de toute autre considération, pour que nous ayons une 
forte raison de croire, ou, pour qu'il y ait une très grande probabilité 
que le concours dont il s'agit aura encore lieu désormais. Il en est 
de même de tous les concours de causes et d'effets que nous observons 
joinniellement et sans exception : leur probabilité s'alimente, pour 
ainsi dire, par cette expérience continuelle, et la raison ou le calcul, 
d'accord avec l'habitude, nous donne une grande assurance qu'à l'a- 
venir ces causes seront toujours suivies de leurs effets. Mais dans le 
cas d'un phénomène que nous avons seulement observé un nombre de 
fois peu considérable, à la suite de la cause que nous lui assignons, il 
n'y aurait, d'après les règles précédemment exposées, qu'une proba-^ 
bi)ité qui ne serait pas très grande, pour le concours futur de cette 
cause et de cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons 
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aucun doute' de la reproduction de ce pfcënomène, lorscifue sa cause 
aura lieu de nouveau. Or, cette assurance suppose cfue notice esprit at- 
tribue à la cause une puissance quelconque de produire son effet , et 
qu'il admet une liaison nécessaire entre ces deux choses, indépen- 
damment du nombre, plus ou moins grand, de leui^ concours observés. 
Ainsi, lorsque M. CNErsted découvrit qu'en faisant communiquer les 
deux pôles d'une pile de Yolta, au moyen d'un fil métallique, il arri- 
vait qu'une aiguille aimantée, suspendue librement dans le voisinage 
de ce circuit voltaïqué, déviait de sa direction naturelle; l'illustre phy- 
sicien fut sans doute convaincu, après avoir répété un petit nombre 
de fois cette expérience capitale, que le phénomène ne mauquerait 
pas de se reproduire constamment par la suite. Cependant j si notre 
raison de croire à cette reproduction était uniquement fondée sur le 
concours du circuit voltaïque et de la déviation de l'aiguille aimantée, 
observé une dixaine de fois, par exemple, la probabilité que le phé- 
nomène arriverait encore dans une nouvelle épreuve , ne serait que 

II * 

— (n" 46) : dans une nouvelle série de i o épreuves, ily aurait à parier 1 1 

m 4» 

contre 1 o, ou à peu près un contre un , que révénement aurait encore 
lieu sans interruption ; et dans une plus longue série d'expériences fu- 
tures , il deviendrait raisonnable de penser que le phénomène ne se 
reproduirait pas à toutes les épreuves. 

Je citerai encore pour exemple l'heureuse application k la com- 
position chimique des corps, que M» Biot a £iile réoemmefit de 
la polarisation progressive de la lumière dans un sens déterminé, 
dont il avait depuis long-temps constaté l'existence dans des mi- 
lieux homogènes et non cristallisés (^). Lorsque dans un nom- 



(^) Le principe de cette applkation est expose clairemem et en -peu de mets dans 
la note stttvattte que M. Bt»t a bien touIu me communiquer : 

4 Un rayon lumineux de rëfrangibilité fixe & été polarisé par réfexîMi'dans au 
» ceruiti pkiD. On i^nalyse «près sa réflexion, en loi laissant traverser tm rfaom- 
» bolde de chaox carbooatée i«nda légèrement prismatique par sa fate poslé- 
» rieure; et Ton s'assare qo'il possède tous les camctère»dtf la polarisation relati- 
» vement au plan dont il s'agit. Ainsi , lorsque la section principale du prisme 
» rhomboldal est parallèle au plan de réflexion , le tttf<m 'passe simple et subit 
M tout entier la réfraction ordinaire. Mais, si l'on toitrtae 'cette seetioUi toit à 
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bre peu considérable d'observations faites avec soin , on a reconnu 
qu'une substance donnée , dévie le rayon polarisé à droite de l'obser- 



» droite, soit à gauche, il se partage entre les deux réfractions, exaciemeat 
» comme s'il avait d'abord traversé un premier rhomboïde dont la section prin- 
» cipale serait parallèle au plan dans lequel la réflexion a eu lieu. Et généralement 
» toutes les propriétés du rayon polarisé sont symétriques autour de ce plan. 

» Ceci reconnu, on interpose dans le trajet du rayon polarisé, un tube creux 
n terminé par des glaces minces, et successivement rempli de liquides divers, qui, 
» tous , se présentent ainsi au rayon sous l'incidence normale. Puis on analyse 
» de nouveau ce rayon après sou émergence; et l'on observe les phénomènes 
» suivants. 

j> L'eau , l'alcool, l'éther et beaucoup d'autres liquides ne troublent pas sensi- 
» blement la polarisation primitive du rayon. Car on lui retrouve toutes les pro- 
» priétés physiques qui la caractérisaient. 

A Mais d'autres liquides^ par exemple les essences de citron et de térébenthine, 
» certains corps solides non cristallisés, et même certaines vapeurs, troublent 
» cette polarisation. Car le rayon, qui les a traversés s&us Fincidence normale, 
» donne des images doubles, dans les mêmes positions du prisme rhomboïdal où 
» il en donnait primiUvement de simples. Alors, en tournant graduellement la 
» section principale du prisme vers la droite ou vers la gauche de l'observateur , 
» on trouve toujours une certaine position ou l'image extraordinaire disparait. £t, 
» pour cette position , le rayon présente de nouveau tous les caractères d'une po- 
» larisation complète. De sorte que le plan de polarisation primitif a été seule- 
» ment dévié angalairement par l'action du corps interposé. 

» Pour chaque substance, prise dans un même état physique, et agissant sur un 
» même rayon» la quantité absolue de la déviation est proportionnelle à l'épais- 
» seur de matière traversée ; de sorte que le sens dans lequel elle croit , fait con- 
» naître de quel côté elle s'exerce. Certaines substances l'opèrent vers la droite , 
}) d'autres vers la gauche de l'observateur, pour les mêmes rayons ^ et, si on les 
» mêle ensemble, sans qu'il s'exerce entre elles de réaction chimique qui les dé- 
» nature , la déviation résultante est toujours la somme des déviations partielles 
» qui auraient été opérées isolément par les mêmes quantités pondérables de cha- 
» que substance. 

M Ces phénomènes de déviations progressivement croissantes, opérées dans un- 
» sens propre, par des milieux homogènes agissant sous l'incidence normale , ont 
» été présentés à l'InsUtut le a3 octobre i8i5. Ce sont les premiers faits de ce 
» genre qui aient été découverts, et reconnus dans, leur caractère progressif. La 
9 découverte de M. GErsted, qui présente un semblable caractère, leur est posté- 
» rieure de plusieurs années. » 
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vateur, pour fixer les idées, ei que les déviattons observées ont été as- 
sez grandes pour oe laisser aucune incertitude sur le sens dans le- 
quel elles ont eu lieu, cela suffit pour que nous soyons assurés, comme 
on lest d'une chose dont personne ne doute, que dorénavant la même 
substance fera toujours dévier la lumière à droite ; et cependant le 
concours de cette substance et d'une déviation à droite , observé un 
nombre de fois qui n est pas très grand, ne donnerait qu'une faible pro- 
babilité, et même une probabilité inférieure à -, que dans un pareil 

nombre ou un nombre un peu plus grand d'épreuves nouvelles , au- 
cune déviation à gauche n'aurait lieu. 

Ces exemples et d'autres qne l'on imaginera aisément montrent, ce 
me semble, que la confiance de notre esprit dans le retour des eflfets à 
la suite de leurs causes ne peut avoir pour unique fondement l'obser- 
vation antérieure de cette succession, plus ou moins répétée. On va voir, 
en effet, qu'indépendamment d'aucune habitude de notre esprit, la 
seule possibilité d'une certaine aptitude de la cause à produire nécessai- 
rement son effet, augmente de beaucoup la raison de croire à ce 
retour, et peut rendre sa probabilité très approchante de la certitude, 
quoique les observations antérieures soient en nombre peu consi- 
dérable. 

(64)* Avant qu'un phénomène P ait été observé et^qu'on sache s'il 
arrivera ou s^il n'arrivera pas dans toute une série d'expériences que 
l'on va faire , nous admettons donc que l'existence d'une cause C ca- 
pable de le produire nécessairement ne soit pas impossible. Nous con- 
cevons aussi qu'avant ces expériences, l'existence d'une telle cause 
avait une certaine probabilité, résultant de considérations particu- 
lières qui la rendaient plus ou moins vraisemblable , et que nous re- 
présenterons par p. Supposons ensuite que P soit observé à toutes ces 
expériences dont le nombre sera désigné par n. Après cette observa- 
tion , la probabilité de Texistence de C aura changé ; il s'agira de la dé- 
terminer, et nous la désignerons par <ar. 

Quelque soin que Ton ait mis à diminuer l'influence des causes au- 
tres que C, susceptibles de produire le phénomène Pà chaque épreuve, . 
si C n'existait pas; on peut croire, néanmoins^ que l'on n'a pas rendu cette 
influence tout-4-fait nulle. Supposons donc qu'il existe certaines causes 
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B, ^ Bs , • « . . B. ; concmes ou inconnues , «qui ont pu aussi , à défaut 
de C, donner naissance à ce phénomène en se combitiant lavec le ha- 
sard (n"* 27), savoir : B, dans la première expérience, B« dans la se^ 
conde , . . . . B. dans la dernière. Soit généralement ri la probabilité de 
l'existence de B^^ multipliée par la chance que cette cause^ si elle était 
certaine, donnerait à Tarrivée de P. En faisant, pour abréger , 

ce produit serait la probabilité de larrivée de ce phénomène dans 
toutes les n expériences, résultante de l'ensemble des causes B,, B. , 
Bs, etc., et si la cause C n'existait pas; et comme 1 — p est la probabilité 
de la non-existence de C, il en résulte, dans l'hypothèse que C n'existe 
pas, ( I — p) f pour la probabilité de l'événement observé, qui est ici 
l'arrivée constante de P. Dans la supposition contraire, sa probabilité 
est p, c'est-à-dire, qu'elle n'est autre chose que celle de l'existence de C, 
antérieurement à l'observation, puisque cette cause produirait nécessai- 
rement l'arrivée de P à toutes les épreuves. Par conséquent, d'après la 
règle du n^ 28, la probabilité de cette seconde hypothèse, ou de l'exis- 
tence de C après l'observation , a pour valeur 

P 

P-hS'-p)t 

et celle de sa non <- exialenoe est 

I — <or := — r—. 

On parvient également à ce résultat, en ayant égard sucscessivement 
aux 71 expériences, au lieu de les considérer toutes à la fois, comme 
nous venons de le faire. En effet, la probabilité de l'exiâtetice de C 
étant p, par hypothèse, avant la première expérience, désignons ce 
qu'elle devient successivement , par/?' après cette expérience et avant 
la seconde , par p" après la seconde et ^vant la troisième, etc. ; nous 
aurons 

f p , __ (i '^p)rt 

P — y + (._/)r/ -^P — Z + d-pO/-.' 

etc.; 
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et ea éliniinant d'abord fl et 1 — />' des valeurs de />'' et i — p", ensuite 
p" et I — p" des valeurs de p'" et 1 —/>'", etc., on obtien^'a les expres- 
sions préeédenles de <at et de i— ^^ pour les probahilties de rexistence 
et de la non-existence de C après la /i''"*' expérience. 

Maintenant, soit m^ la probabilité que le phénomène P arrivera, sans 
interruption, dans une nouvelle série de ri expériences. Quel que soit 
ce nombre /i', la probabilité pour que cela ait lieu en vertu de la cause C, 
si elle était certaine, est la probabilité f& de l'existence de C, couclue 
des n premières expériences. A défaut de cette cause , l'arrivée de P 
pourra aussi être due à d'autres causes B^, B\,. . . . B\/, pareilles à 
celles que nous avons désignées tout à l'heure par B^ , B., • • • . B., et 
dont on ne pourra pas éviter entièrement l'influence. Représentons, 
relativement à ces causes futures , par /„ /. ^. . . ./^i,/, ce que devien- 
nent les quantités précédentes r., r.,. • . . r., de sorte que z*'; soit 
à l'égard de B'j, ce que o était par rapport à B| Faisons aussi 

r , . r ^ • r 3 • • . . r a/ = f • 

La probabilité de l'arrivée de P dans les ri expériences fiitures, sera 
(i — a?-) /', si la cause C n'existe pas. Nous en concluans> donc 

pour l'exfNnession complète de ^ , oa bien , en mettant pour m et 
I — *<ar leujrs valeurs précédentes, 

^ -= P"^ ('— P) fp;> 
p -h (1— />)f • ^ 

Gela posé, ces espnesBiona de «r et 9' moiilrtnt eomnsent la praba^ 
kftUté de TexialeDoe de C, qui pouvait Atre très faiUe avant l'observa^ 
tion deP, a pu devenir très granée après que ce pbénonoèBe a été ob* 
serve un nombre de fois peu considérable , et donner ensuite un» 
prdxibilité trèa approchante de la certitude , è l'arrivée constante de 
ce phéiioaiièoe dans les expérienoes Aatnfes. Supposons f par exensple/ 
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que par des raisons quelconques , et , si l'on veut , par une prévention 
de notre esjwt , la probabilité de C à priori, n'était qu'un cent- 
miilîème ; adniVttons aussi que l'influence des causes accidentelles , 
malgré les précautions prises pour l'éviter , puisse encore être telle 
que chacune des quantités r^ , r^ , r^ , etc. , soit un dixième , ou 
une fraction moindre; si P a été observé seulement dix fois sans 
interruption , on aura 

p = o^ooooi , f <ip{ 0,00001 ) , 
et; en même temps, 



ftsr > 



I -f ( I — p) (0,00001)* 



Par conséquent^ la probabilité de l'existence de C, après l'observation, 
différerait de l'unité 9 de moins d'un cent*millième , et la non-exis- 
tence de celte cause sérail devenue moins probable que son existence 
ne l'était auparavant. Quel que soit le nombre n\ la probabilité ^' 
que P aura lieu constamment dans une série de n! expériences futures, 
surpasserait encore celle de l'existence de C, ou ne pourrait pas être 
moindre. 

(65). Dans cette application du calcul des probabilités , la cause C 
est considérée d'une manière abstraite, c'est- à*dire, indépendamment 
d'aucune théorie qui ramènerait le phénomène P à des lois plus géné- 
rales , et en fournirait une explication exacte , d'après la cause qu'on 
lui attribue, ce qui augmenterait encore la probabilité de l'existence 
de cette cause. Nous qpnsidérpns ce phénomène P comme ayant eu lieu 
sans interruption ; et le calcul précédent a eu pour objet de montrer que 
notre croyance à sa reproduction future, quand il n'a été observé qu'un 
petit nombre de fois, ne peot être fondée que sur l'idée que nous avons 
d'une cause capable de produire nécessairement un phénomène de 
cette nature. Le calcul des probabilités ne peut d'ailleurs nous faire 
connaître quelle est cette cause efficace, ni déterminer quelle est la 
plus probable, parmi celles qui pourraient produire nécessairesmeut le 



J 
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phénomène , qaand il y en a plusieurs auxquelles on pourrait l'attri- 
buer. 

Lorsque P n'a pas eu lieu dans une ou plusieurs épreuves, et que 
l'on est certain, cependant, que la cause C capable de le produire ne-» 
cesaairement, si elle existait , aurait dû agir dans tout^ ces expérien- 
ces , il est évident que cette cause , ni aucune autre cause de cette es-* 
pèce, n'existe pas. Mais outre les causes de cette nature, il en existe 
d'autres qui agissent à toutes les épreuves, et sont seulement capables 
de donner une certaine chance à l'arrivée d'un phénomène P (n"" 27), 
en se combinant, soit avec le hasard, soit avec des causes variables 9 
qui tantôt agissent et tantôt n agissent pas. Ces causes variables et irré- 
gulières, que l'on ne doit pourtant pas confondre avec le hasard, peu- 
vent influer sur la chance moyenne de l'arrivée de P dans une longue 
suite d'expériences , et par suite ( n° 5^), sur le nombre de fois que P a 
eu lieu ou aura lieu, divisé parle nombre total des épreuves; mais 
si l'on a pris soin de diminuer, autant qu'il est possible, Tinfliience 
des causes accidentelles, de sorte qu'on puisse la supposer sensiblement 
nulle , et si le phénomène P a été observé un nombre m de fois dans 
un très grand nombre fA d'épreuves, il y aura une très grande probabi- 
lité qu'il existe une cause permanente , favorable ou contraire à la pro- 
duction de ce phénomène , selon que m sera notablement plus grand 
ou plus petit que la moitié de/Ji. 

Ainsi, en prenant pour exemple, le cas d^in coi*ps à deux faces, 
projeté en l'air un très grand nombre de fois , l'existence d'une cause 
favorable ou contraire à l'arrivée d'une face déterminée , peut être re- 
gardée comme extrêmement probable, lorsque les nombres dé fois que 
les deux faces sont arrivées différent notablement Fun de l'autre, 
comme dans Texpérience de Buffon précédemment citée (n^" 5o). 
Quelle est cette cause permanente ? Le calcul des probabilités nous en 
montre seulement la nécessité, et ne peut nous en indiquer la nature. 
Ce sont les lois de la mécanique qui nous font voir qu'elle doit être la 
supériorité du poids dans une des parties du corps projeté, sans nous 
apprendre toutefois, à raison de la complication du problème, à déter- 
miner les effets d'une pareille cause, et la chance qu elle donne à l'arri- 
vée de chacune des deux faces, qui ne peut être connue que par 
Texpérience. 

22 
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C'est par ua semblable procédé que Foii pourrait ocmstater, ainsi que 
Laplace l'a proposé (^) , Texistence ou la non-existence de certaines 
causes occnlfesi qui ne sont pas absolument impossiUes à priori, et 
n*oal pas, non plus, le pouvoir de produire nécesBairemenl les ^é* 
nomènes auxqi||els dles se reportent. Pour cela, il fiuidrait de longues 
séries d'épreuves, en écartant, autant qu'il serait possible » l'influence 
des causes accidentelles, et tenant compte, avec exactitude, du nombre 
de fois qu'un phénomène a été observé et dn nombre de (bi& qu'il n'a 
pas eu lieu : si le rapport du premier de ces nombres au second surpas- 
sait notablement l'unité, Texistence d'une cause quelconque et la 
chance qu'elle donne à la prcMluction de ce phénomène auraient une 
très grande probabilité. 

Si deux joueurs A et B ont joué Fun contre l'autre un très grand 
nombre ft de parties, que A en ait gagné un nombre m, et que le rap- 

port — excède -î , d'une fraction qui ne soit pas très petite ; Texistence 

d'une cause favorable à A peut être regardée comme à peu près certaine. 
Lorsqu'aucuu des deux joueurs n'a fait un avantage à l'autre , cette 

cause est la supériorité de A sur B, dont le rapport — donne, pour ainsi 

dire, la mesure. A un jeu de cartes, au piquet par exemple, le résultat 
de chaque partie ne peut dépendre que de la différence d'habileté des 
deux joueurs et de la distribution des cartes entre eux. Si aucun des 
deux n'a triché , cette distribution est l'effet du hasard; elle peut in- 
fluer sur la proportion des nombres de parties gagnées par les deux 
joueui^, quand ces nombres sont peu considérables : c'est ce qu'on 
peut appeler le bonheur ou le malheur^ pourvu que l'on n'attache pas 
ridée de l'un ou de l'autre aux personnes qui jouent ; car il serait ab- 
surde de supposer qu'il y eût un rapport quelconque entre ces per* 
sonnes et les cartes que le seul hasard leur a distribuées : à chaque 
coup, celles qui sont échues à Fun des joueurs auraient pu également 
échoir à l'autre. Mais dans une série de parties suffisamment prolon- 
gée, il n'y a plus que la différence d'habileté des joueurs qui puisse 



( I } Essai philosophique sur les probabilités , page 1 33 . 
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influer sur les chances du jeu : à la longue, les joueurs habiles sont les 
seuls heureux, et réciproquement. Si A et B jouent de nouveau un très 
grand nombre iji de parties , il y aura une grande probabilité que le 

nombre de celles que A gagnera, différera très peu du produit \iJ ~; 

de sorte que si cela ne se vérifiait pas, on serait fondé à penser que 
dans l'intervalle des deux séries de parties, la supériorité de A sur B 
aurait augmenté ou diminué. 



13. 
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CHAPITRE III. 



Calcul des probabilités qui dépendent de très grands nombres. 



(66). Loi'squ'on veut calculer le rapport des puissances très élevées 
de deux nombres donnés, on le peut toujours, sans difficulté , au 
moyen des tables logarithmiques, en employant, s'il est nécessaire, des 
logarithmes qui contiennent plus de décimales , que ceux dont on fait 
usage ordinairement. Si a et 6 sont ces deux nombres, et met /z leurs 
puissances, on aura 



1 ^'" -—- yw.log.a^ 
8*^* ■"" n, log. b* 



les produits m.log.^ , Ti.log.é , et leur rapport s'obtiendront aisément^ 
et ce rapport étant le logarithme de celui qu'on demande, on trouvera 
ensuite celui^Jans^jp tables. Mais il n'en est plus de même, lorsqu'il 
s'agit du rapport cfè Jeux produits dont chacun est composé d'un très 
grand nombrOTle facteurs inégaux , tel que 



^1 . âfa . ^3 • . »a 



m. 



b^,bi,b$. , ,b„^ 



les deux nombres m et n étant très grands, l'addition des logarithmes 
de ai, a^f a^ etc., et de ceux de 6,, b^, b^, etc., deviendrait très 
pénible, et même impraticable, ainsi que le calcul de ce rapport. On 
est obligé alors de recourir à des méthodes d'approximation , dont 
Sirling a donné le premier exemple, et qui ont cela de très remar- 
quable qu'elles introduisent , dans les valeurs approchées des rapports 
que l'on considère , la circonférence du cercle et d'autres quantités 
transcendantes . quoique leurs valeurs exactes soient des nombres en- 
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tiers^ ou des fractions qui ont des nombres entiers pour numérateurs et 
pour dénominateurs. 

Ces rapports de produits d'un très grand nombre de facteurs , et les 
sommes de nombres aussi très grands de semblables rapports, se 
présentent dans la plupart des applications les plus importantes du 
calcul des probabilités; ce qui rendrait les règles exposées dans les 
deux chapitres précédents, bien qu'elles soient complètes, très peu 
utiles ou tout-à-fait illusoires , sans le secours des formules propres 
à en calculer les valeurs numériques avec une approximation suffi- 
sante. Ce sont ces formules dont nous allons maintenant nous oc- 
cuper. 

(67). Considérons d'abord le produit i.2.5...n, desn premiers 
nombres naturels. 

Ici et dans tout ce chapitre , la lettre e sera employée pour repré- 
senter la base des logarithmes népériens. Par le procédé de l'intégra- 
tion par partie , on trouvera 



r 



e'^afdx = I «a.S. . ./t. (i) 



Le coefficient e^'af de dœ, sous cette intégrale, s'évanouit pour xso 
et pour X = QD ; entre ces deux limites, il ne devient jamais infini, 
et ne passe que par un seul maximum que Ton déterminera en galant 
sa différentielle à zéro : en appelant H sa valeur mojcima, et h la valeur 
correspondante de â:, on aura 

h^n, H = e-'h\ 

Cela étant , on pourra poser 

6— or" = He-'' j 

t désignant une nouvelle variable que l'on fera croître depuis ^=1-— oo 
jusqu'à ^ = 00 , et dont les valeurs particulières t ^ — oo^ t ^^ o, 
^ = 00 , répondront respectivement à a: = o, or == A, x =: oo . En 
regardant a: comme une fonction de t, nous aurons alors 
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On aara aassi 

log.e-'o::" = log.H — t^; 
et si Ton fait 

X = h + x^, 

et qa^on développe suivant les puissances de x', il en résultera 

en observant que la différentielle première de log. H est égale à zéro, et 
où Ton fera A = n après les différentiations. La valeur de a/ que Ton 
tirera de cette équation pourra être représentée par une série de la 
forme 

x' s= A'^ + AV + h"'t^ + etc. j 



N. 



h', K'y h^f etc. y étant des coefficients indépendants de ^, que Ton dé- 
terminera , les uns au moyen des autres f en substituant cette valeur 
dans cette équation, et égalant ensuite à zéro la somme des coefficients 
de chaque puissance de t dans son premier membre. On aura , de cette 
mani^, 

etc. 
En d&ignaut par { un nombre entier et positif « on a 

On a aussi; camme on sait, 
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ir désignant toujours le rapport de la circoofereoce au diamètre. 
DoDC$ à cause de 

^ = ^ = A' + 2*"^+ 5A'''<* + etc. , 
nous aurons 

/*^€-Vdr = H \/^(A'+ i^ A^'^. ^4^ A'+ Lig«i2 Ati.^Hîtc.) 

H suffira donc de dëterminer les ooefficienli K^ h^, tPf é^.^ de raags 
impairs; or au moyen des équations (3), on trouve 

/i — van, il _ ^g^ , /i— ^^^^. ,eic,, 

par conséquent, en ayant égard k l'équctioii (1) et à la valeur de H, 
on aum fiadement 



1.2.5.../!= /1-e-- \/2^n (i+ï^ + ^[âêr"*"®*^)- (') 

(68). La série contenue entre les parenthèses sera d'autant plus con- 
vergente dans ses premiers termes, qufil s'a|^a d'un plus grand nom- 
bre /i. Toutefois , elle est du genre des séries qui fuissent par devenir 
divergentes, en les prolongeant convenablement; mais en réduisant 
cette série a sa partie convergente , on pourra toi;^ours faire usage de 
la formule (5) pour calculer une valeur approchée du produit des n 
premiers nombres naturels ; et il ne sera pas ménse nécessaire que « 
soit fort considérable pour que Fapproximation soit très grande. En 
prenant, par exemple , /i ss lo^ la formule réduite à ses trois premiers 
termes, donne 3&i88oo a moins d'une uorté près, et ce nombre en- 
tier se trouve être aussi la valeur exacte du produit des 1 o premiers 
nombres naturels. 

En mettant an au lieu de n dans la formule (S) » il vient 



\ 
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mais on a identiquement 

1 .2, 5. • .271 — 1.271= 2". 1 .2.5. . .w. 1 .5 «S, . •3/1 — I J" 
on aura , par conséquent , 



I. 



2.3.. .71.1.3.5. ..271 — I =2''^'7i"c-*" v/^'»(i-f--7- + ctc.^; 



et en divisant cette équation membre k membre par l'équation (3), on 
en conclut 

I.3.5...271— ï=(27i)-e-V^(i — ^ + rrsW + ^O' ^4) 

en sorte que Texpression en série du produit des nombres impairs ne 

renferme plus la quantité V^tt , qui se trouve dans celle du produit des 
nombres pairs et impairs. 

Si Ton fait 71 = 1 dans cette équation et dans la formule (3) , on e& 
déduit 



-7=. = .1 — -7 -H — r- + c*C'* 
1/2 24 ' 1162 < ^ 



|/2jr ^ 12 • 288 • 



Par le calcul direct, on a 



o^g6io5r • ., —7.= = i,o8444- * *• f 



2/2 '^^' ' i/ 



2jr 



et ces séries réduites à leurs trois premiers termes , donnent 0,95920 
et 1,08680; ce qui diffère très peu des valeurs exactes. Ces exemples 
numériques, joints au précédent, montrent quel degré d'approxima- 
tion on peut attendre des formules de ce genre, dont on fera un con- 
tinuel usage dans ce chapitre. 
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En multipliant par â" les deux membres de l'équation (3) , les 
élevant ensuite au carré, et les divisant par ixn, il vient 

en élevant les deux membres de l'équation (4) au carré , et supprimant 
dans le premier un facteur égal à l'unité , on a de même 

1 «5. 3.5. 5.. .an — i .an-— i=a (2n)"c""" C ' "^ "^ ^ 5"^ ^ etc. Y. 

De cette manière, les premiers membres de ces deux équations sont 
des produits composés d^un même nombre de facteurs , égal à an— i ; 
et si Ion divise ces équations membre à membre^ on en conclut 

1 / i . * \ ^'^ /L.A.6 an— 2.2« — 2. an 

- yrli H etc. )= o o g g 5 ; 

2 \ i2n ' / 1.3.3.5.5. . .2n ^ 3. 2n— i.2n — i' 

résultat qui coïncide dans le cas de n infini , avec la formule connue de 

Wallis , savoir : 

1 2«2.4*4*6.6.8. • . . 

» 2 I .3.3.5.5.^.7. • . •* 

C'est à Laplace que l'analyse est redevable de la méthode que nous 
venons d'employer pour réduire les intégrales en séries convergen- 
tes dans leurs premiers termes , et propres à en calculer des va- 
leurs approchées, lorsque les quantités soumises à l'intégration sont 
affectées de très grands exposants. Nous en verrons dans la suite 
une autre applicatibn. 

(69). Maintenant, soient £ et F deux événements contraires, de 
nature quelconque, dont un seul arrivera à chaque épreuve; de* 
signons par p et q leurs probabilités que nous supposerons cons- 
tantes; iippelons U la probabilité que dans un nombre /i d'é- 
preuves, E arrivera un nombre m de fois, et F un nombre n de 
fois; nous aurons (n* 14) • 

i.a.3...m.i.a.3...n*'' ^ '. 
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où l'on devra fiûre 



nîi>i^.»<îi^; 



Or, â ft, m, Uj sont de très grands nombres^ il faudra recourir a 
la formule (5) pour calculer la valeur numérique de cette quan- 
tité U. Eu supposant chacun de ces trois nomjbres assez grand poux 
qu'on puisse réduii^ cette formule à sqn premier terme» noua 
aurons 



1,2. S. ..jX t=l jJ^ \/ TTTIA f 

1 . 2 . 5 . . • w = m" S/n^nif 



et par conséquent 



I.2.3.../} =s n'x/aTT»^ 



" = (f)' (?)■ \/^ . («> 



pour la valeur approchée de U. 

Il est facile d'en conclure que Févénement composé le plus prtt>* 
bable , ou celui pour lequel cette valeur de U sera la plus grande^ 
répondra au cas où le rapport des nombres m ék n approchera 
le plus possible d'être égal au rapport des deux probabilités p et q. 
En effet, si Pon considère, au contraire , m et /i comme des nombres 
donnés et /> et 9 comme des variables dont la somme est l'unité , 
mais qui peuveii^t croître par degrés infiniment petits, depuis zéro 
jusqu'à l'unité, on trouvera, par la règle ordinaire, que le maximum 

de U répond à /? = — et 9 = -• Mais vu le' grand nombre des 

autres événements composés, moins probables que celui-là, sa pro- 
babilité sera néanmoins peu considérable et diminuera à mesure 
que le nombre fi' des épreuves , que Ton suppose très grand , aug- 

nientera encore davantage* Far exemple, si l'on a^^sgsss-, et que 
fJL soit un nombre pair, l'événement composé le plus probable ré- 
pondra à m=: 71 s -} et d'après la formule (6), sa probabilité U aura 
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pour yalenr 

laquelle décroîtra^ comme on voit, en raison inverse de la racine 
carrée du nombre ii. En prenant fc := i oo , on aura 

U = 0,07979, I — U = 0,92021; 

en sorte qu'on pourra parier un peu plus de 92 contre 8 , que dans 
1 00 épreuves , les événements contraires E et F, tous les deux égale- 
ment probables, n'arriveront pas néanmoins un même nombre de 
fois. Si Ton eût conservé le second terme de la formule (5) , cette der- 
nière expression de U sq trouverait multipliée par i—j^i ce qui di- 
minuerait U d'un 4u6* de sa valeur , dans le cas de ;*= 100» 

(70). Non-seulement révéneœcnt composé pour lequel les nombres 
m et /i approchent le plus d'être entre eux comme les fractions 
p et 9j esttouJ9pra 1^ plus prob^^e, mais dbn^ un nombre /i. d'épreuves, 
donné et «upposé ti^ ©w»** 1|» :,p?ûbabaités^^ liw |iut«e$ éfénemçnts 
composa ne commencent à décroître rapidement que quand le rap- 
port - s'écarte de ^. en plus ou en moins, au-delà d'une certaine li- 

mite dont retendue est en ndson inverse d« v/a^. 
En effet, prenons enooM po«r exmiple le ca» def ss= 9 = ;? ^'* 

g un« quantité donnée^ positive on négatiye, et moindre que yf*, abs- 
traction faite du siarne ; si nou8*&isons • dans la formule (6), 



m\ 



ÎK' + ife)- —i-C-f;)' 



nous en déduirons 



i-rl/î ' • v-^rt/; 



z9^ ^ ^virv/»^ 'sT^^f^ 



D-(.-ç) "o--^^^ o+i^;* v/.^^; 



25.. 
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Or, si g est une fraction ou un nombre très petit par rapport à Vfif 
on aura, par la formule du binôme (n® 8), à très peu près, 



.— ôA* î*" 






o-^r'^''-o-^v^r°''==«-'' 



et en prenant sous le radical , fi au lieu de /Ei •— g*, il en résultera 



u=\/è 



-i«* 



e 



pour la loi du décroissement de la probabilité U, dans une petite 
étendue, de part et d'autre de son maximum. En feisant, par exemple. 



At=aoo, g=^, 



on en conclura que dans 200 épreuves , la probabilité que les évé-^ 
nements E et F, dont les chances sont égales, auront lieu le premier 

io5 fois et le second g5 fois, est à la probabilité qu'ils arriveront cha- 

I 
cun 100 fois, comme e ^ est à l'unité, ou à peu près, comme 5 est à 4. 
La formule (6) suppose que chacun des trois nombres fi, m, n, 

est très grand; cette condition étant remplie, et si le rapport — 

s écarte beaucoup de -, cette formule doi^e pour U une valeur très 

petite relativement à son maximum; mais il est bon d'observer que si 
Ton suivait une autre 'méthode d'approximation, la valeur toujours très 



petite de U que Ton trouverait, lorsque la différence — — - est une 



9 



très petite fraction, pourrait ne pas coïncider avec celle qui se déduit 
de la formule (6) , de telle sorte que le rapport de l'une de ces valeurs 
approchées à l'autre pourrait différer beaucoup de l'unité. 
Pour le faire voir, j'observe qu'en vertu d'une formule qui se trouve 
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dans Tan de mes mémoires sur les intégrales définies (*) , on a 

Quels qae soient les nombres m et n, et leur somme f^, on aura donc, 
d'après l'ëquation (5) » 



1 
1-^ 



U = - / cos'* x cos (m — n) X dx, 

dans le cas de/) = 9 = ~9 qu'il nous suffira de considérer. Or^ si yx est 

un très grand nombre / et si , dans un calcul d'approximation , on le 

traite comme un nombre infini , le facteur cos ^x de dx sous le 
signe d'intégration , s'évanouira dès que la variable x aura une gran* 
deur finie; et l'autre facteur cos (m — n)x ayant toujours une valeur 
finie, il s'ensuit qu'on pourra, sans altérer la valeur de l'intégrale, 
l'étendre seulement depuis x=zo jusqu'à or = a , en désignant par a 
une quantité infiniment petite et positive. Entre ces limites , on aura 

cos xz=s i x*n cos JC = e a f 

a 

et , par conséquent , 

Ussi-j e *'** cos (m — n)xdx. 

Mais actuellement, le facteur e ^ s'évanouissant pour toute valeur 
finie de a?, on peut aussi, sans altérer la valeur de cette nouvelle inté- 
grale, l'étendre au-delà de x^ ut, et si l'on veut jusqu'à a: = oo ; et 
comme on a , d'après une formule connue p 



c**â'*** COS (m— n)x^= %/— «"" ^ 

00 V 7m 



{*) Journal de t École Pofyiechnique , ig* cahier, page 490. 
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il en résultera 



9 

V WM 



A» 



Cela posé , si loa fait , comme plus haut , 

m — nzszgy/^^ 

cette valeur de U coïncidera avec celle qui se .déduit de la formule (6), 
seulement lorsque g sera un très petit nombre relativement à \/jtt; et 
pour d'autres valeurs de g, le rapport de l'une à l'autre de ces deux 
valeurs de U différera beaucoup de l'unité , et pourra même devenir 

un très grand nombre. En prenant , par exemple, gr= - V7^ ^* 
m ** n sa= -/b6, la formule précédente donne 






e 



On déduit de la formule (6) 



ou bien, à cause que le second facteur est^à très peu près égal an troi* 
sième , il en résulte ^ 



' ' •(, 



Or, ces deux valeurs de U s'accordent en ce sens qu'elles sont tontes 
denx très peti^çs, et qu'elles montrent, en conséquence, que dans nn 
très grand nombre )Et d'^ preuve) il y it une probabilité U extrêmement 
faible que les deux événements E et F , dont les chances sont égales, 

3 I 

arriveront des nombres de fois ^/^ ^7/^f <^ dont l'nn sera triple 

de l'autre. Mais si Ton divise la dernière valeur de U par h pre- 
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mière, on a • 



V^ 



rv 8i ; 



qotntitë qui croit iMJfêfimnient avec yu y et surpasse déjà 800 fxiur 

^SS lOO. 

(71). Supposons toujours les chances de E et F constantes^ mais in- 
connues. On sait seulement que dans un nombre )Et ou ut -{- n d'é- 
preuves, E et F sont arrivés m fois et n fois. On demande la proba- 
bilité que dans un nombre yi! ou w! -f" ^ d'épreuves futures , E et F 
arriveront ni fois et rJ fois. En la représentant par U' ; désignant par 
Pi le produit des i premiers nombres naturels , de sorte qu'on ait 

et &isant , pour abréger , 

I • a • 3 . • . . 771' • I • 2 . 3*. • • • n 



nous aurons (n^ 4^) 

Quels que soient m' et vl^ si m et n sont de très grands nombres, et 
que l'on réduise, comme plus haut, la formule (5) \ son premier 
terme , nous aurons 



P,S=:7l"e— yj 



2']rnf 



les valeurs des autres produits P^^.^, P^^, , etc., se déduiront de 

celle c|e P, en 7 mettant n+ii, fA+ 1 , etc., au lieu de n; et il en 
résultera 
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pQpr la valeur approchée de U^ dans laquelle on a fait, pour abréger, 









On peut aussi mettre cette expression de 17 sous une autre forme : 
à cause de la grandeur dejj,, on a , à très peu près , par la formule du 
binôme, 

et à cause de fji' :=zm! -^^ n\ il en résulte 



Si m' et n! sont de très petits nombres par rapport km et n,on aura, 
à très peu près, 



soit par la formule du binôme (n* 8), soit par la considération des 
logarithmes; on aura également, à très peu près, 

4 • 

et Ton pourra aussi remplacer le facteur K par Tunité dont il différera 
très peu. Par conséquent, nous aurons 

D'=H(=)- (-»)'.. 

1 

et d'après la formule (5), nous voyons que cette expression de U' coïn- 
cide avec la probabilité que les événements E et F arriveront des 
nombres de fois m' et n', dans un nombre d'épreuves m' -f- ^'f lorsque 
les chances f> et 9 de E et F sont données à priori , et ont pour valeurs 
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m 



certaioes /? s= — et jr =s -. Dans le cas particulier de m's= i et n'^o, 

OU a Hssi et U'= — ; eu sorte que la probabilité qu'uu événement E 

qui a eu lieu uu nombre m de fois dans un très grand nombre fi d e- 
preuves, arrivera encore une fois dans une nouvelle épreuve , a pour 
valeur approchée le rapport de m à fx; ce qui est conforme à la règle 
du n* 49* 

Mais lorsque les nombres m! et n' ont des grandeurs comparables à 
celles de m et n, la probabilité U' n'est plus la même que si les chances 

de E et F étaient données à priori^ et certainement égales à — et -• 



Pour le faire voir par un exemple, je désigne par h un nombre entier, 
ou une fraction qiu ne soit pas très petite, et je prends 

m'sssmh, n'zsinhf fi^fjA} 

la quantité K est alors à très peu près égale à -^=t ; et à cause de 
ft :=m-(-/i, la formule (7) se réduit à 



U' = 



ï/i+A 



« (^r (=)■'■ 



En la comparant à la formule (5), et désignant par V, ce que devient 
celle-ci quand on y fait 

Ht n 

et que l'on y met m' et n' au lien de m et n , on en conclut 

Vi + h '' 

d'où il résulte que U' est moindre que U/, dans le rapport de l'unité à 

\/i +A, et que, par conséquent, U' est une très faible probabilité^ 
lorsque h est un très grand nombre. 

Ainsi , il y a une diflTérence essentieUe entre les probabilités p et q 
des événements E et F, qui sont données par hypothèse, et leurs 

^4 



i86 RBGfflnCHBS 

probabilîlés — et - ^ dadnita des aombMs de fois que S et F sont 

arrWës dans un très grand nombre d'épreuves : la prpkabilité 4|ue £ 
et F arriveront des nombres de fois donnés dans une autre série d'é- 
preuves, est moindre dans le second cas que dans le premier; diffé- 
rence qui tient a ce que les probabilités de E et F , conclues de Tobser- 
VfttTon, quelque grands que soient les nombres m et n sur lesquels 
elles sont fondées, ne sont cependant elles-mêmes que probables, tan- 
dis que lès probabilités de £ et F, données à priori j ont des valeurs 
certaines. Si Ton sait, par exemple, qu'une urne A renferme des 
nombres égauK de boiiles blMiches el de boules noires , il y aura une 
probabilité à très peu près égale à 0,07979 , comme on Ta vu plos 
haut , que dans 1 00 tirages successifs , et en remettant k chaque (ms 
dans A la boule qui en est sortie, on amènera 5o boules de chaque cou- 
leur ; mais si la proportion des boules blaoches et des boules noires 
contenues dans A n'est pas donnée, et que Ion sache seulement que 
dans 100 tirages il est arrivé 5o boules blandies et 5o boolea noires > 
la probabilité que la même chose aura lieu dans 100 nouvelles épreuves 

ne sera plus que la fraction 0,07979, ^î^î^ée par v/2 , ou o,o5658 , en 
faisant h = i dans l'équation précédente. 

(7a). Pour donner un exemple du cas oà les chances des événements 
E et F varient pendant les épreuves, je suppose qu'une urne A con- 
tienne un nosîbre € de bonks dont a bêules blanches et b boules 
noires; qu'on en tire successivement un nombre fc de boules, sans 
remettre dans A les boules qui en seront extraites; et j'appelle V la 
probabilité que dans fA tirages , on amènera , suivant un ordre quel- 
conque , m boules blanches et n boules noires. D'après la formule du 
n* 18, en désignant pur a' et ^ les nombres de boules blanches et de 
boules noires qui resteront dans A après les tirages, et lear somme 
par c'p de sorte qu'on ait 

« — m, i' Sis 6 — n, c' = c — ft; 



faisant, pour abréger. 
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et coasenrant la ootatîoQ du nrnnëro précédent, nous aurons 



V -— H' ^' ^* **'• 

Si a^ b, m^ n, sont de très grands nombres, les valeurs des six produits 
P«> P», etc., seront données par la formule (3); et en la réduisant à 
son premier tarme, et observant qu'on a 

^ = m-f-7i, c ^s a *^ b, 

on en conclura 



pour la valeur approchée de V ; laquelle est exacte et égale à Tunité , 
dans le cas où Ton a . 

m ss a, n ss b^ fg, :si c, 

et où Ton doit prendre , en conséquence , l'unité pour le facteur H' : 
die exprime alors la probabilité que dans un nombre c d'épreuves, 
on tirera de A, les a boules blanches et les b boules noires que cette 
urne contenait; ce qui est la certitude. 

Dans le cas où les nombres m et n sont entre eux comme aet b, on 
a aussi 



et si Ton fait 



m b n 



a , b , 



rexprasMo de V devient 

i.a.3. • .a^i.3.3.«.6' '^ ' y fê 

En la comparant à la formule (5), et désignant par V la pnrfmbiHté que 
deux événements dont les chances seraient constantes et égales eux 



i8d RECHERCHES 

chances - et - des extractions d'une boule blanche et d'une boule noire 

c c 

a l'origine des tirages^ arriveraient des nombres de fois a' et b' dans 
un nombre c' ou a' + b' d'épreuves, on aura 

V = V v/^; 

ce qui montre que la probabilité V est plus grande que Y dans le rap- 
port de \/c k i/^, quel que soit le nombre c' de boules qui restent 
dans A après les tirages , et pourvu seulement que le nombre /jl de 
boules qu'on en a tirées soit très grand. 
On peut remarquer que l'on a 

de sorte que les nombres a' et V de boules des deux couleurs qui res^ 
tent dans A , sont entre eux comme les probabilités p' et q% ou comme 
les nombres a et 6 de pareilles boules que cette urne contenait pri- 
mitivement. Si l'on a^ par exemple, p' =zq' = j, et conséquemment 
a'=A's=îC',onaura(n*69) 

V = \/Aî 



et à cause de c'=c — ;t, il en résultera 



V ~ 1/ ?f_. 



Lorsque /i=lc, cette quantité a pour valeur 



V=: 4/1 = V'Vâ; 



d'où l'on conclut que quand une urne A renferme des nombres très 
grands et égaux, de boules blanches et de boules noires, et qu'on en tire 
la moitié de leur nombre total, sans y remettre les boules sorties , la 
probabilité d'amener autant de boules blanches que de boules noires, 

surpasse, dans le rapport de \/a à l'unité , la valeur qu'elle aurait si 
Ton eût remis dans l'urne, la boule extraite à chaque épreuve. 
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(73). Je reviens actuellement au cas où les chances f et 9 des deux 
événements £ et F sont constantes , et je vais considérer la probabilité 
que dans un nombre /t ou m+/2 d'épreuves, £ arrivera au moins m 
fois et F au plus n fois. Cette probabilité sera la somme des m pre- 
miers termes du développement de (p + qy , ordonnée suivant les 
puissances croissantes de 9 ; de sorte qu en la désignant par P, on aura 
(n*i5) 

P = /^ + AtA^-'î + ^-^^/^-V + .... (8) 



1 .% 



... 4- ^•^~' ••"""*' y ~v; 

I .a. 3. ..n '^ ^ 

mais sous cette forme . i! serait difficile de la transformer en une inté- 

» 

grale à laquelle on puisse ensuite appliquer la méthode du n"* 67 , 
lorsque met n seront de très grands nombres. Cherchons donc d'abord 
une autre expression de P qui convienne mieux à cet objet. 

On peut aussi dire que l'événement composé dont il s'agit consiste 
en ce que F n'arrivera pas plus de n fois dans les fi épreuves. En le 
considérant de cette manière ^ je l'appellerai G. Il pourra avoir lieu 

dans les ^1 -j- I c^s suivants : 

i^. Si les m premières épreuves amènent toutes l'événement E; car 
alors, il ne restera plus que fe — m ou n épreuves qui ne pourront 
pas amener F plus de n fois. La probabilité de ce premier cas sera /?". 

a*. Si les /i}+ 1 premières épreuves amènent m fois £ et une fois F, 
sans que F occupe le dernier rang, condition nécessaii^ pour que ce 
second cas ne rentre pas dans le premier. Il est évident que les 71 -— i 
épreuves suivantes ne pouvant amener F que n — i fois au plus , cet 
événement n'arrivera pas plus de n fois dans la totalité des épreuves. 
La probabilité de l'arrivée de m fois £ et de une fois F, qui occuperait 
un rang déterminé , étant p"^, et ce rang pouvant être les m premiers, 
il s'ensuit que la probabilité du second cas favorable à G, sera mp'^q, 

5*. Si les nt+a premières épreuves amènent m fois £ et deux fois F, 
sans que F occupe le deuxième rang , ce qui est nécessaire et suffisant 
pour que ce troisième cas ne rentre ni dans le premier, ni dans le se- 
cond. La pixibabilité de l'arrivée de m fois £ et de deux fois F , dans 



igo KlECHEKCXtÈS 

des rangs détermina^ serait /)*^^; en prenant denx à deux les m-f- 1 
premiers rangs pour y placer F, ona-;m(m+i) combinaisons dif- 
férentes; la probabilité du troisième cas favorable k G aura donc 
l; m{m^ i)p^q^ pour valeur. 

En continuant ainsi ^ on arrivera enfin au n4- i^'^cas, dans le- 
quel les ^t épreuves amèneront m fois E et xt fois F, sans que F occupe 
le dernier rang, a6n que ce cas ne rentre dans aucun des précédents; 
et sa probabilité sera 

m «ut -4- I .F» -f- 2« . . .iw -f» n — I 



I «SaO» • • •#! 



/^Î"- 



Ces n -{- I cas étant distincts les uns des autres , et présentant toutes 
les manières différentes dont Tévénement G puisse avoir lieu, sa pro- 
babilité complète sera la somme de leurs probabilités respectives (n* lo); 
en sorte que nous aurons 

= f^ [ I + rnq H ^T"? "T TiTs ?' + ••• (9) 

••• + iTïx::^ 5^]' 

expression qui doit coïncider avec la formule (8) , mais qui à Tavan-* 
tage de pouvoir se transformer aisément en intégrales définies, dont 
les valeurs numériques pourront être calculées par la méthode du 
n° 67 , avec d'autant plus d'approximation que m et /i seront de plus 
grands nombres. 

(74). Pour effectuer cette transformation, j'observe qu*en intégraot 
n 4- I fois de suite par partie , et désignant par C une constante arbi* 
traire, on aura 






71 j:»"* n.n— I j:""* 



^^"«^■iaB ^a^i^ m>m^^0^t^m»mmi0m» 



n.Fi^i.n — a...a.i i 

Comme on a fe > 71, tous les termes de cette formule, excepté C, disr 
paraissent quand a? as op ; si donc on désigne par « une quantité 
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positiye quelconque , ou asëro, on en cooclura 



x^dx «■ « n «■""■ . it.n— -I « 






«• 



• • • 



n.n — I .H— a. . .a.i i 



Dans le cas de a = o , cette équation se fëduit à 

/"** Jf*<fa ■>»— i,n — a., .a.i ^ 



et en divisant Tëquation précédente par celle-ci, et disant, pour 
abréger 



on obtient fistcilement 



r=x. 



•Lî — L_ fi I M ** ,1 »»•*"-*•' ** I, 

r'v^- '"(•+«)-L ^ »+a^ >a (« + •)* ^ — 



Xdbr 



, m.m+ i.m + a. . .fil 4*^— I *■ "] 
****"^ i.a.3«..fi C«-h'')"J* 

Or, si l'on prend 



etsiroaohi6nre4|tt'<oa ap^i^tfxBi^lettmidflMndMne drcstleder* 
nière équation ooincidtra avec la formule (g); pgar cette valeur de a, 
nous aurons donc 



r'xdx 



Dansle casde/i sso«t«»:)Ei,P est la probabilité que B arrivera 
au moins/* fois, ou a tonitesles épreuves; par conséquent, P doit 
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avoir //" pour valeur; et , en effet , pour n = o^ on a , 

Dans le cas de n s= /x — i et m = i , P est la probabilité que E ar- 
rivera au moins une fois, ou que F n'amvera pas à toutes les 
épreuves; on doit donc avoir 

P = I - 9^ 
ce que Ton peut aussi vérifier. Pour cela , je fais 

pour n=:fA — I , il en résulte 

j ^ y o (i +jr/«-#-t ^ L (I + c/* J ' 



et à cause de 



ff = i =^, 



r i + tf 



la formule ( i o) coïncide avec la valeur précédente de P. 

(75). Appliquons d'abord la méthode du n* 67 àrintégrale| Xdx. 

En appelant^ comme dans ce numérOi h la valeur de x qui répond au 
maximum de X, et H la valeur correspondante deX, Téquation ^ =0, 
qui servira à déterminer h sera 

n{i + h) ^ {fi. + i) h s=s oj 

d'où Ton conclut 

h=.-^, H = "'<"'-*- T' 

m + i' (^^.i)/»-»-! 
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9i Ton fait , daas les équations ( a ), 



H 



(, 4- fcyH-. » 



et qu'après avoir effectué les différentiations relatives k h, on y mette 
pour cette quantité, s^ valeur précédente, on en déduit 






h' 



a (/« + 1 + n) 



3 (m + i)» ' 

etc.; 

et lorsque m^n^fi^ seront de très grands nombres et da même ordre 
de grandeur, il est aisé de voir que ces valeurs des quantités A', À'^ 
V*^ etc., formeront une série très rapidement décroissante, dont le 

premier terme h' sera du même ordre de petitesse que la fraction — =. » 

le second hl' de Tordre de - , le troisième h'" de Tordre de — 7=, et aîn- 

si de suite. 

Cela posé, nous aurons, pour la valeur en série de Tinlégrale 
donnée , 

f^ TUx s= Hv/^(à' 4- ~ h'"^ '^ h' etc.). (i 1) 

(76). L'expression de l'autre intégrale ^ Xdx contenue dans la 

formule (10) sera différente selon qu'on aura « > A ou a < A, en dé- 
signant toujours par h la valeur de x qui répond au maximum de X. 
En effet, la variable que Ton a représentée par t dans la transfor-î 
mation du n® 67 , doit être positive pour toutes les valeurs de x su- 



srieures à A , et négative pour toutes les valeurs de x moindres que 
; or, si Ton appelle 6 et A les valeurs de t et de X, qui répondent à 



h 

XS0I on aura 






25 
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à cause de «ss 2, et en ayant égard à b valeur peécédentedeHf <mk 

en déduit 

d'où Ton tire 9 ve^dbk, en faisant i poorabr^er^ 

En considérant k comme une quantité positive , il faudra donc pren« 

dre 6 1= Aï, lorsqu'on aura->Ayet 6 = ^-* A, quand on aura -< h; 

par conséquent, d'après la transformatioA du numéro cité, nous au- 
rons, dans le premier cas , 

et, dans le second. 



en fidsant, comme dans ce n* 67 , 



dt 
On a d'aillenn 



^ =s A' + ihl't + 5AV 4. etc, 



i étant iw nombre entier et positif, on zéro. Si donc on foit générale- 
ment 

ff 
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et â Ton observe que Hy e-«' ^dtest Texpression de J XW&rr, il 



en résultera 



f^ Xdx 8 H(A'K^ + 5A*K, + 5A% + etc.) .5. 
+ H (a^'lt: + 4A''K: 4. 6A''K: + etc.), 



pour le cas de ? > A^ et 

H-H (aA^Ko^^. 4*'%' + 6A''K; -f- etc.), 

pour le cas de ^ < &• 

Chacune des séries contenues dans ces formules aura, en général, 
le même degré de conTcrgence que la série (11). Les valeurs des inté- 
grales désignées par K| ne pourront s'obtenir que par approximation, 
lorsque k sera différent de zéro. Celles qui sont représentées par K^ 
^ s'exprimeront toujours sons forme finie, et Ton aura 



Quand on aura a = A, les formules (i3) et (i4) devront coïncider. 
En effet , on aura en même lemps 

p m + i' ' ^4-»' ^ ^ + i' 

ce qui rendra nulle la valeur de k tirée de Téquation (i a). U en résul- 
tera 

K^ = i^^, K,=Bi.5.5..,ai— i.^, K'=:-, K'i= 1.3.5.../.^; 

3 3 2 2 

et d après Téquation (i i),les formules (1 3) et (14) se réduiront Tune 

a5.. 
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et l'autre à 

» 

y^ Xdx=.^(k'+ i^h'"+'-^ A' + etc.) 
+ H(A"+i.2-*«^4-i.:s^.5.A" H* etc.). 

(77). Nous supposerons actuellement les nombres m, n, /ij^ assez 
grands pour qu'on puisse négliger dans ces différentes formules , les 
quantités h'", h*^, etc. D après les valeurs de A' et A'' données plus 
haut y on aura 

et au moyen de Téquation (10) et des formules (11), (i5), (i4)j nous 
aurons 






la pi'emière ou la seconde de ces deux valeurs ^de P ayant lieu, 

selon que l'on a-> Aou^^ h^ et k étajit une quantité positive , 

donnée par l'équation (12). Peur plus de simplicité, on..a mis/« et m 
au lieu de fA + i et tt» -f~ ^ ^^^s les derniers termes de ces formules ; 
elles feront connaître , avec une approximation suffisante, la probabi- 
lité P qu'il s'agissait de déterminer. 

Si fA est un nombre pair, que l'on fasse m = ?i = -^ fA, et qu'on 
suppose q '^ P 9 on aura 

h = ^, ? > h. 

Ce sera donc la première équation (i5) qu'il faudra employer; cette 
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formule et l'éqnatioa (ta) deviendront 

et P exprimera la probabilité que dans uo très grand nombre pair 
d'épreuves , l'événement F le plus probable n'arrivera cependant pas 
plus souvent que Tévénement contraire E. En appelant U la probabi- 
lité qu'ils arriveront tous les deux le même nombre de fois, P — U 
sera la probabilité que F arrivera moins souvent que E. Dans le cas 
de /7 = 9 = ^ y il est évident que P — U sera aussi la probabilité 
que E arrivera moins souvent que F; le double de P"— U, ajouté à 
la probabilité U, donnera donc la certitude, ou, autrement dit, aV — U 
sera l'unité ; d'où Ton conclut 

U =: 4-- re-'^dt — I + ^ e^«. 

et c'est, en effet, ce*que l'on peut aisément vérifier. 
En réduisant en série , on a 

(A^+^)log^ =-(u+:i)log(i-;4-,) = ^ + ^^ +etc.. 



et, par conséquent. 






donc en conservant seulement les termes du même ordre de petitesse 
que la fraction -j=, nous aurons 
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Nous aurons , en même temps , 

au moyen de quoi la valeur précédente de U se rédoira à 

ce qui coïncide, effectivenient, avec celle que Ton déduit de la for- 
mule (6) , dans le cas de m := n et /? = f . 
Si fA est un nombre impair , que l'on fasse m ass 1 (p *«- 1) , et qu'on 

supposé toujours q > pyCn aura encore - > h; la première for-* 

mule (i5) et l'équation (ta) deviendront 



et P sera la probabilité que dans un très grand nombre fx d'épreuves , 
l'événement le plus probable se présentera cependant le moins sou- 
vent ; car (i étant impair, le cas de l'égalité des arrivées de E et F sera 
impossible. Dans le cas de /i = 9 =ç ^ , cette probabilité P devra être 
égale à ^; et c'est aussi ce que nous allons vérifier. 
Nous aurons 

(^— l)l0gj=i:= — (f4^l)log(l+-^)«;=^aH--^ 



(/^ + 5)logJ±?=-(^5)log(._^^^^^ 



et y par conséquent. 



** = -~H-— l-x+etc. 
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fio xn^jàgnaty CÊmnm plus haut, le terme de Tordra de petitesse 
de la fraction ~ , il en résnltera 

*=i^, «-*•=:,, re-'-rf< = iv/5-^iî 



ce qui réduit k ^ la valeur précédente de P. 

(78). Supposons maintenant que le nombra n diffère du produit 
('^4- 1)99 d'une quantité p 9 positive ou négative, mais très petite par 
rapport à ce produit. Acausede/i + 9â== 1 etnt-f-nssix, on aura à 
la fois 

n = (fi H- i)î — p, m + I = (f* 4- t)/» + p. 
La valeur correspoudanle de h sera 

et, par conséquent, moindraque ^,en regardant d'abord p comme une 

quantité positive. Si Ton développe le second membra de Téqua- 
tion (la) suivant les pussances de p, on trouve 

et, r étant une quantité positive, si l'on fait ^ 

on en déduit 



rfi 4. ■ J^-g>^ +etc,l 

£n exdua&t lecas oà Tane dca deux fractions f et 9 serait très petite, 
la série comprise entra les paranthèses, est très convergente, puis- 

qu'elle procède suivant les puissances de —.=c , ou de *-x^* ^ ^^ 



9 
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conservant seulement que les deux prennecs teroiMi et foûatU, popr 

abréger , 






J^, 



on aura simplement A: = r-f- /• On aura, en même tempe. 



« = (f* + « ) 9 — '^ Va (a* -4- /^ I 

* « • 

mais dans le second terme de la première foirmule (iS), il suffira de 
faire A: =s r, et d'y mettre pfâ^ et f/i, au lieu de m et n; elle dey iendra , 
de cette manière , 






3 l/«îi«p^ 



Considérons actuellement f comn^ une quantité négative, auquel 

cas on aura A > ^. En désignant par r^ une quamtité positive, et pre- 

^^ ' 

nant — '^V'î^(A^-f-ï)pî pour la valeur de p, celle de n sera 



» = (a* + O 9 + ^ Va (a* + 1 ) pî; 

mais la valeur de A: tirée de l'équation (12) gérant toujoàrs être po* 
sitive , on aura A = r' — cT', en faisant , pour abréger , 



3/2Gm4.i)p9 



et la seconde formule (i5), que Ton devra employer, deviendra 
$i l'on retranche de cpUe- ci , la pre'cédente valeur de P, et qu'on 
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appelle R la différence , il vient 

et d'après la significatioa de ces deux probabilités P , il est aisé de 
voir que R sera la probabilité que révénement F arrivera dans un très 
grand nombre fe d'épreuves, un nombre de fois qui n'excédera pas la 
seconde valeur de fi, et surpassera la première au moins d'une 
^ unité. 

(y 9). Pour simplifier ce résultat, soient N le plus grand nombre en- 
tier contenu dans ^, et / l'excès de juiç sur N; désignons par u / une 

quantité telle que u S/a (f^H- 0/'? ^^^^ ^^ nombre entier, très petit 
par rapport à N ; et faisons ensuite 



Les limites des valeurs de n auxquelles se rapporte la probabilité R, 
deviendront 

H = N — M \/a(/i +i)f>î — I, » = N + u\/:à{ii,^\)pq; 

par conséquent, la formule (i6) exprimera alors la probabilité que n 
excédera au moins d'une unité cette première limite, et ne surpassera 
pas la seconde^ c'est-à-dire la probabilité que ce nombre sera con- 
tenu entre les limites 



éf^nidistantes de N, et dans lesquelles on a mis /x au lieu de ;a + i, ou 
qu'il sera égal à l'une d'elles. 

D'après les équations qu'on vient de poser, et les expressions de / 

et J^ , on aura 

€ étant une quantité de l'ordre de petitesse de la fraction -;s. Or, en 

2l6 
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désignant par v une quantité quelconque de cet ordre , dont on né-* 
gligera le carré , on a 

e-"dt = / e-*'dt--ve—*; 

si donc on applique cette équation aux deux intégrales contenues 
dans la formule (16), et si Ton fait r^ = r, dans les termes compris 

hors du signe y^ qui sont déjà divisés par \(^, il en résultera 

R = 1 - -5= ne-"dt+ .^=^e-,., (,7) 

où l'on a aussi mis, dans le dernier terme, f6*au lieu de/x4- i« 

Si Ton eût voulu que l'intervalle des valeurs de n dont la probabi-' 
lité est R, ne comprit pas sa limite inférieure ^ il aurait fallu aug«- 
menter d'une unité la plus petite des deux valeurs précédentes de n; 

ce qui aurait fait disparaître le dernier terme — delà valeur 

de r-f-/, et, par suite, le dernier terme de la formule (17). De même, 
pour que cet intervalle ne comprit pas sa limite supérieure , on aurait 
du diminuer d'une unité la plus grande de ces deux valeurs de 7^; ce 

qui aurait diminué de 1-=? la valeur de r' -— cT', et encore 

fait disparaître le dernier terme de cette formule (17}. Enfin, on de- 
vrait changer le signe de ce terme , si l'on voulait que Tîntervalle des 
valeurs de n que nous considérons ne renfermât ni l'une , ni l'autre i 
de ses deux limites. U suit de là que le dernier terme de la formule (17) 
doit être la probabilité que l'on ait précisément 



n =: N -|- u\/2itpq; 



u étant une quantité positive ou négative, telle que le second terme 
de n soit très petit par rapport au premier. C'est aussi ce qui résulte 
de la formule (6). 
En effet , en n^ligeant les quantités de l'ordre de petitesse de la 
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fraction -, on anra 



==,+V^. ==/--« v/^' 



d'où l'on conclnt 



ou , ce qni est la même chose, 

- .•is[>..0+"^ /*0 -'"•(■ -'p s/^l' 

or, en développant ces logarithmes, et négligeant toujours les termes de 
Tordre de -, on trouve — u^ pour la valeur du second membre de cette 
équation ; par conséquent , nous aurons 

(<?)"(f )■ = 

et comme on a aussi , d'après les équations précédentes, 

mn 

la formule (6) deviendra 

V TLWfipq 

ce qu'il s'agissait de vérifier. 
La première valeur de F du numéro précédent, étant k pM^abilké 

que le nombre n ne surpassera pas la limite l^q^^r y2/i^ql dans la- 
quelle je mets /u au lieu de fx + i » il s'ensuit que si Ton fait « = r dans 
la valeur de U et qu'on la retranche ensuite de celle de P » la 

36.. 



»ap* 
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rence P — U sera la probabilité que n n'atteindra pas cette même H«^ 
mite. De même , si Ton fait u:=sr' dans la valeur de U et qu'on la - 
retrancbe ensuite de la seconde valeur de P du numéro précédent , la^ 
différence P — U sera la probabilité que n sera au-dessous de la limite 

liq+T^ \/2fJLpq. En appelant Q en Q' ces difforences , on trouve 

On se rappellera que , dans ces formules , r et r^ sont des quantités po^ 
sitives, très petites par rapport à vV; en sorte que les limites de n 
auxquelles ces probabilités Q et Q' se rapportent diffèrent peu du pro- 
duit (uj f l'une en plus et l'autre en moins. En même temps ^ les valeurs 
des quantités J" et ^ qu elles renferment , seront très petites par 
rapport à r et /; et si l'on y met /x à la place de fi +i, on aura 

j_ (i>-g)r ^ J^' — (P — 9)r\ 

i^^pq ^V^(*pq 

( 80 }. En divisant par ^t les limites de n auxquelles se rapporte 
la formule (17)^ et ayant égard à ce que U représente^ on aura 

5 — - qp \/ ^^ pour les limites du rapport - , dont la proba- 

bilité est R. Si donc, on néglige la fraction ^ , il en résultera que cette 
quantité R, déterminée par la formule (17)1 est la probabilité que la 
différence 9, se trouvera comprise entre les deux limites 



«v/ 



2£? 



qui seront aussi > en changeant leurs signes, avec la même probabi* 
lité, celles de la différence ^— Pi puisque la somme — -^— •— /> — ?# 
de ces deux différences ^ est égale à zéro. 
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On pourra toujours prendre u assez grand pour que cette probabilité 
R diffère aussi peu qu on voudra de la certitude. Il ne sera pas même 
nécessaire de donner à u une grande valeur pour rendre très petite la 
différence i — R : il suffira , par exemple de prendre u égal à quatre ou 

cinq, pour que 1^'exponentielle e-"*', l'intégrale / «^'* dtj et par suite 

la valeur de i >— R , soient presque insensibles. La quantité u ayant 
reçu une pareille valeur et demeurant constante, les limites de la 

différence — <— /? se resserreront de plus en plus à mesure que le nom- 
bre i^f qu'on suppose déjà très grand , augmentera encore davantage; 
le rapport — du nombre de fois que E arrivera au nombre total des 

épreuves I différera donc de moins en moins de la chance p de cet évé- 
nement; et Ton pourra toujours multiplier assez le nombre ^ des 

épreuves, pour qu'il y ait la probabilité R que la différence — — p sera 

aussi petite qu'on voudra. Réciproquement, en augmentant continuel- 
lement le nombre /^, si l'on prend pour chacune des lijnites précé- 
dentes, une grandeur constante et donnée Z, c'est-à-dire, si Ion fait 

croître u dans le même rapport que Vf^, la valeur de R approchera 
indéfiniment de l'imité; en sorte qu'on pourra toujours augmenter 
assez le nombre {jl des épreuves , pour qu'il y ait une probabilité aussi 

peu différente qu'on voudra de la certitude, que la différence — — ^ 

tombera entre les limites données dz L C'est en cela que consiste le 
théorème de Jacques Bernouilli , énoncé dans le n* 49- 

(81). Dans le calcul précédent, nous avons exclu (n*^ 78) le cas où' 
l'une des deux chances petq est très petite, qui nous reste, en consé-^ 
quence, à considérer en particulier. 

Je suppose que q soit une très petite fraction, ou que ce soit l'évé- 
raent F qui ait une très &ible probabilité. Dans un très grand nom- 
bre [i, d'épreuves , le rapport - du nombre de fois que F arrivera à ce 

nombre (i sera aussi une très petite fraction ; en mettant fi — rt k Uk 
place de m dans la formule (9), faisant 
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mm 

et nëgKgeant ensuite la fraction -, la quantité contenue entre les 
parenthèses I dans cette formule, deviendra 



l-f« 


m* 


i.a. 


3 + - 


••• + r 


•» 


■2*0» • • «H 


imps, 


on aura 




• 






P = 




r= 


=(- 


■ïT(- 


-r^ 



on pourra remplacer par Texponentielle e "* "^ le premier faclear de 
cette valeur de f^, et réduire le second à l'unité; par conséquent,, 
d après Féquation (9), nous aurons, à très peu près, 

P = fi+« + -î!l+— -^+ .... H f — iV — , 

\ ' i.a ' 1.2.3 ' ■ 1.2.3. ...11/ ' 

pour la probabilité qu'un événement dont la chance à chaque épreuve 

est la fraction très petite - , n'arrivera pas plus de n fois dan& un très 

grand nombre fi d'épreuve*. 

Dans le cas de nsso, cette valeur de P se réduit à e *"*; il y a donc 

cette probabilité e*** que l'événement (font il s'agit n'arrivera pas une 
seule fois dans le nombre fx d'épreuves , et conséquemment,, la proba- 
bilité I — e"* qu'il arrivera au moins une fois^ ainsi qu'on l'a déjà vo 
dans le n^ 8. Dès que n ne sera plus un très petit nomboe; la valeur 
de P différera très peu de l'umté , comme 00 le voit , en observant 
que l'expression précédente de P peut être écrite sous là forme 

P=, îlllîZl.(ï^L-^-f — ^L--4.ctc.\ 

I.2.3.». n-f-i \ n + a » + 2.ii + 3 ■ / 



Si l'on a , par exemple, ^ as 1,, et qu'on suppose xi=s;: 10^ la différence 
I — P sera à peu près un cent-millionième , de sorte qu'il est presque 

certain qu'un événement dont la chance très Êiible est . à chaque 
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ëpveuve, n'arrivera pas plus de dix fois, daos le nombre pi d'é- 
preuves. 

(8a). L'int^rale contenue dans la formule (17) se calculera, en gé- 
néral, par la méthode des quadratures. On trouve à la fin de V Analyse 
des réfractions astronomiques de Kramp, une table de ses valeurs qui 
s'étend depuis ttso, jusqu'à «=3, et d'après laquelle, on a 

/ «—'• dt = 0^00001957739. , . , 
pour u=i3. Au moyen de l'intégration par partie, on trouve 

pour 1/ > 5, la série comprise entre les parenthèses, sera suflSâamment 
convergente » du moins dans ses premiers termes, et cette formule 
pourra servir à calculer les valeurs de l'intégrale. On a aussi 

et en développant l'exponentielle e""<* suivant les puissances de t^ , 
on aura 



e Ascii — —5+ f — r- +«*«*; 

o 1,3^^1.1.5 i.a.3.7 ^ ' 

série qui sera très convei^nte pour les valeurs de u moindres que 
l'unité. 

Si l'on veut calculer la valeur de u pour laquelle on a R s=s ^ , on 
fera usage de cette dernière série; et d'après l'équation (17) on aura 

1.3 * i.a 5 i.a.3.7 ' 4 ayo^Mf 
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En désignant par a la valeur de u qui satisfait à cette équation, 
abstraction faite du deuxième terme de son second membre ^ nous au- 
rons ensuite 



M = û — 



'A 



\/^(*pq ' 



aux quantités près de Tordre .de petitesse de -. Après quelques essais, 
on trouve a = o,47^^ P^"^ ^^ valeur approchée de a; d'où itrésulte 
qu'il sera également probable que la différence p tombera en de- 
hors ou en dedans des limites 



•t(o.4765.v/^-i> 



Pour une valeur quelconque de 2^ , il y a la probabilité R que la 
différence des deux quantités — — p et q^ aura pour limite le 

double de cb {^ y—i si donc on h pz=^qz=z\, il y aura une probabi- 



m 



lité égale à { que la quantité , sera comprise entre les limites 

/ 0.6739 '\. 

par conséquent, lorsque les événements E et F ont la même chance , 
il sera égaletûent probable que la différence m— 71 entre les nombres 
de fois qu'ils arriveront , surpassera 0^6739. VV — i, ou sera moindre , 
abstraction faite du signe. 

Ainsi , quand deux joueurs A et B jouent l'un contre l'autre à jeu 
égal , un très grand nombre de parties , un million par exemple , il y a 
un contre un à parier que Tun d'eux, sans dire lequel, gagnera 674 
parties de plus que l'autre. C'est dans cette différence qui peut égale- 
ment £aivoriser les deux joueurs, que consiste la part du hasard. Mais 
iii, à chaque partie, la chance p de A surpasse la chance 9 de B, il y 
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aura une probabilité R , toujours croissante avec le nombre fi , que A 

gagnera de plus que B, un nombre fi (p — q)dz7u ^2/Àpq ; et comme 
le terme fi(p'^q), qui résulte de la différence d'habileté des deux 
joueurs, croit proportionnellement au nombre des parties, tandis que 
le terme ambigu croit seulement dans le rapport de la racine carrée de 
ce nombre, il s'ensuit que le joueur le plus habile, ou qui a le plus 
de chance k chaque partie, finira toujours par l'emporter sur l'autre , 
quelque petite que soit la différence p — 9* 

(83).Dans ce qui précède, nous avons supposé connues les chances petq 
des événements E et F, et nous avons déterminé, avec une grande proba- 
bilité et une grande approximation, les rapports — et -, quand le nom- 
bre fjL des épreuves est très grand. Réciproquement, lorsque ces chances 
ne seront pas données à priori j et que les rapports — et - auront été 

observés, les formules que nous avons trouvées feront connaître les 
valeurs très probables et très approchées des inconnues p et q. Ainsi, 
il y aura la probabilité R, donnée par la formule (17)/ que la chance p 

de E est comprise entre les limites — db w v/— . Si R diffère très peu 

de Funité, la fraction p sera donc à très peu près et très probablement 

égale à —, et 9 à -; en mettant donc ^ et ~ à là place depetq dans le 

terme ambigu de ces limites et dans le dernier terme de la formule (17}, 
qui ont déjà \//Ei pour diviseur, il en résultera 

R = , - ^-f^^dt+^J^e-, (,9) 
pour la probabilité que la chance p de E est comprise entre les limites 






Lorsque m, n, /it, seront de très grands nombres, on pourra, en géné- 



ral p se servir des valeurs approchées — et -de pet 9, pour calculer la 

37 
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probabilité d'un événement futur, composé de B et F ; par exemple » la 
probabilité de l'arrivée m! fois de £ et n' fois de F , dans un nombre ft' 
ou ntl^ri de nouvelles épreuves, pourvu que/M^ soit très petit par rap* 
port à a ; et cela étant, si pi est néanmoins un très grand nombre , on 

pourra emjrfojrer la formule (17) : en mettant /t', — # -« &a Heu de /x, 

Pf qj dans cette formule et dans les limites auxquelles elle se rapporte, 
elle deviendra 

R = I ^ f^e-'^dt + -_^=^e--, (20) 

ywJ « y^vfifmn 

et elle exprimera la probabilité .que le nombre nf sera compris entre 
les limites 



OÙ l'on a mis — au lieu du plus grand nombre entier contenu dans ce 



m 



rapport. Quelque approchées que soient ces valeurs —et -de pet 9, 

comme elles ne sont que probables et non pas certaines, on n'en pourra 
plus faire usage , ainsi qu'on l'a vu précédemment ( n"* 71), quand le 
nombre // des épreuves futures aura une grandeur comparable k celle 
du nombre /t. C'est pourquoi , nous allons considérer d'une autre ma- 
nière la question des chances ^ et 9 de E et F, déduites des événe- 
ments observés, et appliquées ensuite à la probabilité des événements 
futurs. 

(84)- On suppose toujours que l'événement observé soit l'arrivé m 
fois de E et /i fois de F, dans un très grand nombre jct ou m^^n d'é- 
preuves , pendant lesquelles les chances /> et 9 de E et F n'ont pas va- 
rié. Il y aura alors, d'après ce qui précède, une très grande probabilité 

que ces chances inconnues difiëraient très peu des rapports — et - 

que l'on pourra prendre, en conséquence, pour les valeurs approchées 
de p et 9* Ces chances étant d'ailleurs susceptibles d'une infinité de va- 
leurs croissantes par degrés infiniment petits, la probabilité d'une va- 
leur exacte de p et de la valeur correspondante de q sera une quantité in- 
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finîment petite, qu'il s'agira de déterminer» du moios pour chacune des 
yaleursdep et 9, qui s'écartent peu de —et- et que nous aurons seule- 
ment besoin de connaître. 
La quantité Q, déterminée par la première formule (18)9 étant la 

probabilité que le nombre n est inférieur à /xq — ryîifÂpq, elle est égale- 
ment la probabilité que la chance inconnue q de l'événement F, arrivé 

71 fois dans f* épreuves, est supérieure à - -f- r W — ^ ou bien à 



'+-. 

f* f^ ^ f^ 



- t/3^^ en substituant dans le second terme de cette limite, à la 

place depetq, leurs valeurs approchées — et -.Si Ton met r — rfr au 
lieu de rdans cette formule, et que l'on conserve seulement les infini- 
ment petits du premier ordre, Q.'^g^dr sera donc aussi la probabilité 

que 9 surpasse- + -V/ "7; V "7"^' P*^ conséquent,— ^^ ex- 
primera la probabilité infiniment petite que Ton a précisément 

n , r fvnn 

pour toutes les valeurs de r positives et très petites par rapport à Vft, 
comme le suppose l'expressiou de Q. De même, la seconde formule ( 1 8) 

exprimera la probabilité Q' que la chance q est supérieure à - — - 1/-^^ 
en y mettant i^^dr' au lieu de r^, on aura donc 0^+ ^ ^^ pour la pro- 
babilité que la valeur de q surpasse - — - 1/ ^'"" . ■ \/^^ — ; par con* 

séquent, ^ dr' sera la probabilité que q est supérieure à la seconde li- 
mite sans l'être à la première, ou que l'on a précisément 




27.. 



M im; 
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r* étant aussi une quantité positive et très petite par rapport à y/it. Mais 
par les règles connues de la differentiation sous le signe f,eten substi- 
tuant — et - à la place de p et q dans les derniers termes des for- 
mules (i8), on a ^ 

àr' ^/; \ dr J 3 ^^nrfonn 

D après Ites valeurs de S" et J^, et en y faisant les mêmes substitutions , 
on a aussi 

d.i" a (m — n) r d^V a (m — w) /^ . 

^-^ 3 |/a^mn ' ^ 3 |/ai^n ' 

d'ailleurs y en bornant, comme précédemment, Tapproximation aux 
termes de Tordre de petitesse de la fraction -^, et négligeant, en 

conséquence, ceux qui ont fi pour diviseur^ nous aurons 

' ^ ^ L 3 \/iif*mn J 



et de ces diverses valeurs , nous déduirons 



dO I ^, a (m — w)»^ . 

dr ^^ i]/!iirf4mn ' 

dr y/^ 3Ka9r^m7i 

Or, ces deux expressions ayant la même forme, et se changeant l'une 
dans l'autre par l'échange de r et — - r^, il s'ensuit que si l'on désigne par (^ 

une variable positive ou négative , mais très petite par rapport à VyËÂ/ 



• • ^ 
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et qu'on fasse 

on aura \dsf pour la probabilité de 

à cause depisi— -^ etm=i/u — n, cette probabilité infîniment petite 
sera, en même temps^ celle de 






/f fê W (A 



Cette quantité V décroît, comme on voit, très rapidement à mesure 
que i/ augmente; et ayant que cette variable ait acquis une grandeur 

comparable à \/^^ celle de Y peut être extrêmement petite à raison du 
facteur er-^*. Si Top exprime de la même manière au moyen de cette va- 

riable, les valeurs àtpeXq très différentes de — et - , et que l'on repré- 

sente par VWp leur probabilité; V sera une fonction de p, différente 
de y, dont les valeurs numériques seront encore beaucoup moindres 
que celles de Y qui répondent k la limite où peut s'étendre la for- 
mule (^i). On pourra donc regarder ces valeurs de Y' comme étant tout- 
à-fait insensibles; ce qui nous dispensera de chercher l'expression de 
cette quantité Y' en fonction de (^. 

Cela posé , soit C un événement futur, composé de E et F ; dési- 
gnons par n la probabilité de E' qui aurait lieu si les chances de H et F 
avaient des valeurs certaines , de sorte que n soit une fonction donnée 
de p et 9; désignons aussi par n' la probabilité véritable de E', en ayant 
égard à celle des valeurs quelconques Ae p eX q que Ton subsituera 
dans n : en multipliant FI par cette probabilité infiniment petite de/? 
et 9, et intégrant ensuite le produit depuis /i=o et 9= i jusqu'à 
|i= 1 et 9 =0 , on aura lexpression de II'. Mais, d'après ce qu'on vient 
de dire, on pourra négliger la partie de cette inl^;rale qui répond aux 
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valeurs de p et 9 qui s'écartent beaucoup de — et - ; par conséqnent , si 
Ton met dans II les yalears précédentes de p et q^ on aura simplement 

n' = fïiydv, (aa) 

en étendant l'intégrale anx valeurs positives ou négatives de v^ mais très 

petites par rapport à v/fÂ* 

Ce résultat s'accorde avec celui qui a été obtenu plus directement , 
dans le second paragraphe de mon mémoire sur la proportion des nais- 
sances des deux sexes. 

(85). four donner une première application des formules {ni) 
et (^2)1 je suppose que II' soit la probabilité que dans un très grand 
nombre f^' ou m! -f-* n' ^^ nouvelles épreuves, les événements E et F 
auront lieu des nombres de fois ml et n' qui seront entre eux , à très 
peu près , comme les nombres de fois tu et 71 qu'ils sont arrivés dans les 
ft épreuves déjà faites 3 ou, autrement dit, je suppose qu'on doive 
avoir 

h et a étant des quantités données , dont la seconde pourra être po- 
sitive ou négative , mais sera très petite par rapport à ^f?. 
D'après la formule (6), et en faisant 

• 

nous aurons 

o4i Ton peut déjà remarquer que U' serait U {Mobabilité de l'évé- 



nement E' que nous considérons, si - et - étaient les valeurs exac- 

tes et certaines des chances p et 9 de E et F, et que Ton eût a c= o. 
D'ailleurs, à cause de 

m' m « n' n . ce 



^ A» i/ii'' /»' ^^^ "^^ 
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et, en faisant aussi 



-^- ^=u, 



et 



les valeurs de p et 9 du numéro précèdent pourront s'écrire sous 
cette forme : 

m' n' . 

En les substituant dans la valeur de II, il vient 



n = D' (, _ '^)-(. + '^)- 

Les quantités W et ^ étant de Tordre de petitesse de la frac- 
tion-^ ou-^y on aura, en séries très convergentes, 






d*aù Ton déduit 



15^ 



\\ H- ^1 se'^*^' 6 e etc. 

Mais à cause du facteur U' de n% qui est déjà de Tordre de pe- 
titesse de -^, on pourra négliger les quantités de cet ordre dans 



les deux autres facteurs; ce qui permettra de réduire toutes les 
exponentielles à Tunité , à partir de la troisième , dans chacun de cet 
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deux produits. A ce degré d'approximation, on aura donc 

n=:U'e ^^. 

Par la même raison , on pooira négliger le second terme de la for- 
mule (31); au moyen de quoi la formule (aa) deviendra 



- IT' { P 



am n 



n'= 4.U' Ce ^" dv. 



Quoique celte intégrale ne doive s'étendre qu'à des valeurs de 9 

très petites par rapport à \/^\ si Ton observe qu'à raison du fac- 
teur exponentiel, le coefficient de ds^ sous le signe /* devient tout* 

à*fait .insensible pour les valeurs de ^ comparables à \/fîy <>Q ^^ 
conclura que sans altérer sensiblement cette intégrale^ on peut 
l'étendre à de semblables valeurs de (^^ et la prendre, comme nous 
le ferons effectivement , depuis c^ = — 00 jusqu'à p = 00 . Or, en 
mettant wh et nh au lieu de wl et n! dans la valeur de v^^ 
on a 



■"+â^=''('+*)-^^+ 



t 'a 



•7« 



,'-'> 



cela étant, si Ton fait 

t/2TOV(i+A) ' t/i + A' 

les limites de Tintégrale relative à la nouvelle variable x seront ei|i 
core db 00 1 et il en résultera 

n' = —L=r U' «'"*«'-'(•+»), (a5) 

pour la probabilité qu'il s'agissait de déterminer. 
Dans le cas de <t ^ o,. on aura simplement 

n' = -~=U'; 
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€e qui coïncide^ d'après ce que U' représente, avec le résultat qu'on a 
trouve d'une autre manière dans le n° 71. 

(86). Pour le second exemple de l'application des formules (21) 
et (22), nous supposerons que FI' soit la probabilité «|p la diffé- 

rence -7 n'excédera pas la quantité — j=^ qu'elle devait atteindre 

dans l'exemple précédent. 

La quantité n sera en fonction des chances p et 9 de E et F, 
la probabilité que dans les ft! , épreuves futures , F n'arrivera pas 

plus d'un nombre 7t' de fois, égal à — + a vV> ^^ f[ue E aura lieu 

un nombre m' de fois , au moins égal à -^ -— a V/* Sa valeur sera 

donc donnée par l'une ou l'autre des formules (i5), en y met- 
tant fx', m\ ri^ au lieu de fA, m, 71. Pour ces valeurs extrêmes 
de m' et vl^ ou aura 

— -=-ri -4- --î^^ 

en bornant toujours l'approximation aux quantités de l'ordre de 

petitesse de -7=. , ou de -^. D'après les valeurs de /i et 9 du nu- 

VfÊ, Yft, 

méro précédent, on aura, en même temps, 

p m \ ' V mn/^ 

si donc on limite la variable sf de manière qu'on ait 



^Oifêfgmn 



* f 

abstraction ftite du signe , on aura 2 < ^ , ou 2 > " ■ — , selon 

que la constante « sera positive ou négative; par conséquent, 

38 
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daos le promier cas^ nous awrons 

m 

en vertu &k la seconde équation (i5)^ et dans le second cas^ 

n = -f. re-d^+i^c+4 e-*-, 

en vertu de la première ; k étant une <|aaiitité positive donnée par 
l'équation (12), ou dont le carré est 

*• = n'iog -r^ + K + 01og5^- 

Des valeurs extrêmes de m' et 7i% ef de celles de y? et 9 , qui doivent 
être employées les unes et les autres.dans ces formules , il résulte 



f 



n 



m 4 1 



I « - m -y i. . I 



en faisant , pour abréger , 

m 






convei^entes , 
log9=log^jr-p-j jj jj;;- 5 — -^ etc., 

d'où Ton déduit, au degré d'approximation où nous nous arrêtons , 
et ensuite 



*=**■[■ -1^^]. 
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en ayant égMd à la valeur de O", et faisant, pour abréger , 



A cauae de la limite ^u'oa vient d'assigner à v, cette quantité kf 
sera de même signe que a ; pour que la valeur de k soit positive , 
il faudra donc prendre le signe supérieur ou inférieur devant son 
expression, selon que et sem une quantité positive ou négative. 
Le second terme de cette valeur de k sera aussi de l'ordre de pe« 

titesse de -7= ou -7=^; par conséquent, nous aurons 

En même temps, les yaleun précédentes <le n deviendront 

et, en verta des famrales (ai) et (aa)^ les yaleon correspondantes 
de n' seront 

3» yiftmnJ •"Vj 



Les exponentielles «-•", e-**-", e"^*-**, rendant inseosiUes les 
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coefficients de dv sous les signes/, au-delà de la U|nhe assignée 
à p, il s'ensuit que sans altérer sensiblement les intégrales rela- 
tives à cette variable , on pourra les étendre , comme plus haut , de- 
puis i' = — 00 jusqu'à p = 00 . Soit , en outre, 



yamrt tty^ann 

S étant une quantité positive, et les signes supérieurs ou inférieurs 
ayant lieu selon que a sera une quantité positive ou négative. 
Dans la première expression de II', qui suppose a positive, on 
prendra donc 

A:' = ff — 7^, * = 9 — yu} 

et les limites des intégrales relatives à la nouvelle variable se- 
ront s=s € et 8 = 00 . Dans la seconde expression de n^ qui se 
rapporte au cas de a négative , on devra prendre 

A' = — e — >i^, t =: 6 + yi^; 

et les limites de cette int^rale seri>nt encore s= C et 8 = oo . 
De cette manière, on aura 

n'= I - '-CIZ, «-"*•>*-"*»■'"<**. 
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Les int^ratioDS relatives à v s'effectueront sans difficulté , en sorte 
que la probabilité II' qu'il s'agissait de déterminer ne renfermera 
plus qu'une int^rale simple relative à 0* A cause de 






t 

la première valeur de n^ sera la probabilité que le nombre n' n'excé- 
dera pas — + € y^^^f qui surpasse très peu — , et sa seconde va- 
leur exprimera la probabilité que n' n'excédera pas — — i ^\/ ^^? ^ 

qui est un peu moindre que — • 

(87). On peut remarquer qu'à raison des limites d= 00 , relatives 
à p , les deux premières intégrales sont les mêmes dans les deux 
valeurs de FI' , et la troisième est la même au sl|[ne près. Il en 
résulte qu'en appelant ^ l'excès de la première valeur sur la se- 
conde, on aura simplement 

et cette quantité 9 sera la probabilité que le nombre n' surpassera 

— — -C \j — 7- sans excéder ^^+^1/ • 

Si nous faisons 

les limites relatives k la nouvelle yariable z seront toujours db 00 , 
et nous aurons 



QD — 






oa, ce qai est la même chose, 



♦-■-ih/T'-'*' 
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en faisant aussi 

En ayant égard à la valeur de >*, on verra que ^ exprime ac- 
tuellement la probabilité que n! sera compris entre les limites 



ou égal à la limite supérieure. Si Ton veut que cet intervalle des 
valeurs de v! contienne aussi la linûte inférieure ^ il faudra, ajouter 
à ^ la probabilité que rtl sera précisément égal à cette limite; 
laquelle probid^iKté sera dotmée par la formule (sS) , eu y faisant 

De cette manière , si l'on désigne par <sr la probabilité que le nom- 
bre vl tombera entre les deux limites précédentes-, ou sera ^al à 
Tune ou à l'autre, on aura 

En comparant cette valeur de v à celle de R qui est donnée par la 
formule {20) p on voit que 'Ces <teqgt pr obab i lit é s' fié, diflEèfrent l'une de 
l'autre que par leurs derniers termes , et sont , en conséquence, à peu 
près-égakSé Maïs nfiiand 4e nombre 44*" der épnuvta iutares nW pas 
très petit par rapport au nombre iul des épreuves déjà faîlaa, lies termes 
ambigus des limites de n' auxquelles répondent ces probabilités 4r 
et R ne sont pas les mêmes , et les limites dont m elt la probabilité 
peuvent être beaucoup moins resserrées que celles dont la probabilité 
est R. 

Eu effet, si la probabilité « diffère peu de la certitude, on pourra, 
dans les limites auxquelles eHe se rapporté, mettre pour n' et m' leurs 
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valeurs approchées et très probables^ et 5t j ce qui changera ces li- 
mites en celles-ci : 

r^ A* 

A étant le rapport de ft' à /i. Or, en les comparant à celles du n* 83, 
auxquelles répond la probabilité R, on voit que pour une même va- 



leur de u f elles sont plus étendues dans le rapport de |/r + A 2i l'u- 
nité. Pour les rendre aussi étroites que celles de ce numéro , il feu- 

drait diminuer u dans le rapport de l'unité à \/i +h; ce qui dimi- 
nuerait aussi leur probabilité et la rendrait moindre que R. Quand h 
sera une très petite fraction, les formules (ao) et {24), coïncideront à 
très peu près, ainsi que les limites correspondantes des valeurs de n\ 
Ce résultat s'accorde avec celui que j'avais déjà trouvé d'une autre ma- 
nière , dans le mémoire cité plus haut. 

La formule (a4) exprime aussi la probabilité que la différence 

-7 sera comprise entre les limites 



OU égale à Tune d'elles, et qu'il en sera de même à l'égard de la diffé- 
rence -r -^ -7, en changeant leurs signes. Si donc on a pris pour u un 

nombre tel que trois ou quatre , qui rende la probabilité «zr très ap* 
prochante de la certitude (n* 80), et si, néanmoins, l'observation 

donne pour -r on -? des valeurs qui s'écartent notablement 

de ces limites, on sera fondé à en conclure , avec une très grande pro- 
habilité, que les chances inconnues des événements E et F ont changé, 
dans rinteivâlle des deux séries d'épreuves, ou même pendant ces 
épreuves. 

On peut remarquer que pour une mâme valeur de 11 , et , par con- 
séquent, à égal degré de probabilité, les limites précédentes ont la 
plus grande amplitude, quand ^ et y! sont égaux, et la moindre, lorsque 
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Tun de ces nombres est très grand par rapport à Fautre. Dans le cas 
de fA' = fA, ona aussi à très peu près m! =metn' ^=:n; Ce qui réduit le 



2 ^mn 



coefficient de w à ~^^--^-. Si, au contraire, /a' est très grand relative- 

ment à fx; à cause de m' = — ^ et /i' = — , à très peu près, ce coeffi- 

cîent se réduira à ^ — =r-, et sera moindre que le précédent, dans le 

rapport de l'unité à y/s. 

(88). Généralement, les deux événements contraires E et F, 
dont les chances inconnues sont p et g j étant arrivés les nombres 
de fois m et n dans le très grand nombi% fx d'épreuves; si deux 
autres événements contraires E. et F,, dont les chances également 
inconnues seront désignées par p. et q^ , ont eu lieu des nombres 
de fois m, et w, dans un très grand nombre (x, ou m, -+- n, d'é- 

preuves; et si les rapports —et — ' diffèrent considéi*ablement l'un 

de l'autre, ce qui aura lieu aussi pour - et -^, on devra regarder 
comme certain, ou à très peu près, que les chances p et p^ sont inéga- 
les, ainsi que 9 et 9,. Mais quand les ditférences ' et - — —, 

sont de petites fractions, il est possible que les chances petp.^qetq^, 
ne soient pas sensiblement inégales, et que les différences observées 
proviennent de ce que, dans les deux séries de ^ et fx, épreuves, les 
événements ne sont point arrivés rigoureusement en proportion de 
leurs chances respectives : il sera donc utile de déterminer, comme 
nous allons le faire, la probabilité d*ane inégalité entre les chances in- 
connues p et /7, , q et 9. , correspondante à des différences données , 
peu considérables, égales et de signes contraires, entre les rapports 

— et —, - et — . 

Je désigne, comme dans le n^ 84 # par 



» M W 



2mn 



m 



une valeur de p qui s'écarte peu de —, de sorte que u soit une va- 
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riable positive ou nçgative, mais^tiès petile par rapport à Vf*. Soit 
de même 






une valeur de p, peu diflSrente de p, et dans laquelle la variable p, , 

positive ou négative ^ est très petite par rapport à VMi* Supposons 
qu'on ait 



TH. ffïï 



J^étaut une pQjtite fraction /qui pourra aussi être posilÎYe ou négative. 
Noas aurons 






en désignant cette différence par z , on en déduira 



i'.= (cf< 






et si c est une petite fraetion positive, et qu'il s'agisse de déterminer 
la probabilité que /?, excédera p d'une quantité au moins égale k t , 
il ne faudra donner a la variable z que des valeurs positives qui ne 
s«ent pas moindres que (. 

Cela posé, les probabilité infiniment petites des valeurs précédentes 
de p et p^, seront Ydi^ et Vi^tft; le* coefficient Y étant dopné par la 
formule {2t), et Y. désignant ce que cette formule devient quand on 
y met jut., m,, /i|, if^, au lieu de/x^-m, n, v. La probabilité du con- 
cours de ces deux valeurs sera le produit de \dv et Ytd^i ; et si Ton 
appelle A la probabilité demandée, elle sera exprimée par une in- 
tégrale double , savoir : 

Pour plus de simplicité je négligerai le second terme de la formule 

^9 
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(21); et il en rëstiltora 

Si l'on veut substituer, dans cette intëgcation , la variable z à>', , il 
faudra prendre peur dp. la dîfféreatiellede 1» valeur précMente de i^. \ 
relative à 2; et , la variable v^ ëlant ici supposée croissante, il faudra, 
pour que z le soit aussi , changer le signe de rfi^, ; en sorte que Ton 
aura 






On aura , en ojitre , 



■ 

L'intégrale relative ii v pourra s'étendre , conune dans les questions 
précédentes, depuis p = «— 00 jusqu'à i/ := 00. En faisant 

^ \/f^^n%\n, +i^;^ mn (/^ j)y,3 1/~ 

• < ■ . • 

■ 

les limites relatives à la nouvelle wiable x* seront encore rt od ; 
ridtégrale relative à z ne devra s'étendre que depuis 2 = € jusqu'à 
z = 00 ; et comnie on aura . - - 



% 






la valeur de a deviendra 



m 



Vii^iT L'-/)->^.l 
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Soit actaelleinent 

faisons aussi 

■ 

■ 

1^ étant une quantité positive , et en prenant le signe supérieur ou le 
signe inférieur selon que l'on aura e > J^ ou € < cf. Les limites de 
l'intégrale relative à t seront £ = db ic et 1 = 00 ; et si l*on observe 
qu^ Ton a ' 

m 

on en conclura finalement 

la première valeur ayant lieu quand la différence € — cT sera positive , 
et la seconde , lorsque cette différence est négative. 

On doit observer cfu'ayaut négligé le second terme de la formule 
(^i), la probabilité du cas oii la diflerence Pt^^p serait précisément 
égale à € se trouve aussi négligée ; en sorte que A est la probabilité 
qu'on a Pj—p> 6^ et non pas qu'on ait />t — /^> *, ou />,—/?= i. 
Dans le cas de e^i^, la quantité u est nulle ^ et les deux valeurs de 

A sont A ;k -| c'est-à-dire, qu^il y a un oontfe un à parier que /?, ex- 
cède p d'une quantité pfus grand» que J". 

Les fiormoles (a6t) serviront avssi à calculer la probabilité que la 
chance inconnue p. surpasse une fraction donnée. Pour cela , je fais, 
dans l'équation (^)f 



fissoo, -«û», ^^— — co; 



29 
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c. ,„,• 1. chang. .„ «Ue-cl 



\<^t 



Mais le nombre p étant supposé infini , la chance -p est certainement 

égale au rapport — "ou à la fractiop (o\ par conspuent , A est alors la 

probabilité qu'on a /?«>£ + c?. En prenant ^ ptour plus de simplicité , 
& an lieu de € + a> , et mettant aussi f^ , m , n , à la place de f^i » ^n. , /k,> 
on aura m 



»"*(-3-^.' ■ ("') 



et selon que la différeace c? — - -^ sera posihTe Ou négative , la pre-> 

mière ou la -seconde formule (a6) exprimera la probabilité qae la 
chance inconnue d'un événement arrivé, m fois y^ " dans un tfès gpand 
nombre (ion m + n d'épreuves , excède la fraction donnée a. 

(8g). Afin de donner une application, numérique des diverses for- 
mules qu'on vient d'obtenir, je prendrai pour exemple l'expérience de 
Bufibn qui nous a déjà servi dans le n"*. 5o. ; 

. L'événement E sera alors l'arrivée de croix, et F Farrivée de ji/fe, 
dans une longue série de projections d'une même pièce. D'iaprès c^te 
expérience , on a eu 

iii=:ao48, w=i9^2, (i=sj^^Q, 

pour les nombres de fois m et n que E et F sont anfivés dans le nombre 
fi d'épreuves successives. En substituant cm nombres dans la formule 
(19)9 et prenantes a, on aura < ^ 



2 



sr / e'^ 'dt ss o^oo3^*> R ezso^goSSS. 



On trouvera, en même temps ^ 

0,30693 =sr 0,0912^5, 
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pour les limites de la valeur de p , auxquelles cette formule se rap- 
porte ; en sorte qu'il y a la probabilité o^ggSôS , ou à très peu près 
2^4 à parier contre un , que la chance inconnue p de l'arrivée de 
croix, estcomprfse entre 0,4^4^8 et 0,52918. Si Ton veut connaître 

la probabilité qu'elle surpasse - , ou que la chance de croix est supé- 
rieure à celle de pile, on substituera les valeurs précédentes de fx, 
m, n, dans la formule (27) , et Ton y fera » s=s - ; en prenant le signe 
inférieur,, et par conséquent la seconde formule (i6)f on aura 

1^5=0,62298, X:=o, 81045, I — Ass: 0,18967; 

ce qui montre qu'il n'y a pas tout-à-fait cinq contre un à parier que la 
chance de croix soit plus grande que - - 

L'expérience dont nous nous occupons peut être divisée en deux 
parties , l'tme composée de 2048 épreuves, l'autre en contenant 1992 ; 
dans la première partie, croix a eu lieu 1061 fois et pile 987 fois; 
dans la seconde partie, croix est arrivé 987 fois et pile ioo5 fois : or, 
d'après le résultat de l'expérience totale , et au moyen de la formule 
(24) , on peut aussi calculer la probabilité t]ue les nombres des arri- 
vées de croix ou de pile ont dû être compris entre des limites don- 
nées, dans les deux expériences partielles. Pour cela, on fera, dans 
cette formule et dans les limites auxquelles elle répond, 

5^ = ^=0,50695, J=^= 0,49507; 

c'est-à-dire que l'on y mettra pour les rapports -^ et -7 , qui ne sont 

pas censés connus, leurs valeui^ approchées , résultantes de l'expé- 
rience totale; ce qui est permis, attendu que vu! et vl n'entrent que 

dans des termes qui sont de l'ordre de petitesse de -^. On y mettra 
aussi pour fA le nombre total 4040. Relativement à la première partie 
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l»'=:ao48; 
^ ^^ .M .>% vtKi « comme plas haut, u = :2 , oo trouvera 

^ = 0,99558, 

.j^^ui '^ j^vJSabilîté que le nombre nf des arrivées de pile a du être 
. xH^t-H nx <^iv« les limites 

iooi=p79; 

» 

^v v(ui a eu Heu effectivement, puisque pile s'est présenté 987 fois dans 
s.^hf jMvmière partie. 

KeUtivement à la seconde partie , on aura 

Aa' = 1992; 

^ i^n prenant toujours i£ = 21 , on trouvera 

m 

«• = 0,99560, 

|M>ur la probabilité que pila a dû arriver un nombre /)' de fois, com- 
(\i'is entre les limites 

98a qp 77; 

qui renferment, en effet, le nombre de fois ioo5 que pile est réellement 
arrivé. On néglige les fractions dans ces limites et dans les précé- 
dentes. 

Supposons que Ton ne sache pas si la même pièce a été employée 
iUus les deux parties de l'expérience, et que Ton demande , d après 
leui^s résultats, la probabilité A. que la chance de croix , dans la 
première partie, excède d'une fraction donnée, la chance de croix ^ 
dauK la seconde partie. On fera d'abord, dans l'équation (aS) , 

fi, = 1992, m = 987, n = ioo5, 
ft, = 20^8, m, = 1061, n. = 987, 
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et en outre 

J^ = — ' — ~ =: o.oaaS?. 

fil u ' ' 

Cette équation deviendra 



« = ± (€ — o,oaa57) (44#956). 

Si Ton fait , par exemple ^ € = o,oa , il faudra prendre le signe infé- 
rieur, et faire usage de la seconde formule (26)} on aura de cette 
manière 

1/ = 0, 1 1553, A = o,5658g9 < — ^ = 0,4^4^ ^ i 

de sorte qu'il y aurait à peine quatre à parier contre trois , que la 
chance de croix serait plus grande d'un cinquantième , dans la pre- 
mière partie de l'expérience que dans la seconde. En faisant £=o,oa5y 
on devra prendre le signe supérieur et employer la première formule 
(^6); on aura alors 

u = Oy 10925 9 A = o,^586ï^ I — A = o,56i 39; 

et il y aurait moins de un contre on à parier, que l'excès dont il s'a* 
git surpasserait un quarantième. 

(90). Je placerai ici la soluticm d'un problèaie, susceptible d'une 
application intéressante, et qui sera fondée sur les formules précé- 
dentes et sur un lemme que je vais d'abord énoncer (^). 

Une urne A renfenne un nombre c de boules, dont a boules 
blanches et b boules noires, de sorte qu'on ait a-f- 6 = c. Ou en 
extrait d'abord an hasard un nombre / de boules, successivement et 
sans les remettre, ou toutes à la fois ; ensuite, on en extrait de même 



(^) Depuis que la note de la page 61 est imprimée, on m'a fait remarquer que 
la proposition qu'elle renferme est comprise dans ce lemme^ dont j'ayais déjà fait 
usage pour la solution du problème du trente*ei^uaranté , citée à la page 70. 
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un nombre ^t ou m + n d'autres boules; je dis que dans cette seconde 
opération, la probabilité d'amener m boules l^lanches et n boules ooi^es, 
est indépendante du nombre et de la couleur des boules sorties dans 
la première y et la même que si / était zéro. 

En effet, supposons que Ton effectue les l + fi tirages successifs; 
f%oient i le nombre total des combinaisons différentes de /+ fi bou- 
les qui pourront arriver y i' le nombre de ces combinaisons dans les*- 
quelles lespc dernières boules se composeront de m blanches et de n 
noires , i\ le nombre de celles dans lesquelles ce seront les ft pi*e* 
mières boules qui en renfermeront m blanches et n noires ; la chance 
d'amener m boules blanches et n boules noires , après une extrac- 

tion de / boules quelconques , sera r , et la chance d'amener m 

boules blanches et n boules noires , ayant qu'aucune boule ait été 

extraite de A , aura ~ pour valeur ; or , les deux nombres i' et i, sont 

égaux ; car, en général , une combinaison qui se compose de / bpules 
déterminées , Mivies de /jl boules aussi déterminées , et celle où ces fi 
dernières boules précèdent, au contraire, les / premières, sont toutes 
deux également possibles; et, en particulier, pour chaque com- 
binaison dans laquelle les /i dernières des / 4- fi boules extraites de 
A renferment m blanches et n noires , il y a toujours une autre com- 
binaison dans laquelle ce sont les a premières boules qui contiennent 

ces nombres de blanches et de noires, et réciproquement. Les fractions 

t * 

r et -', et conséquemmeut les probabilités qu'elles expriment , sont 

donc aussi égales; ce qu'il s'agissait de démontrer. 

On peut vérifier cette proposition de la manière suivante. 

Les nombres de boules blanches et de boules noires contenues dans 
A étant a et 6, U chance d'amener m boules blanches* et n noires 
dans les m + ^ premiers tirages , est une fonction de a , 6 , m , n , 
que je représenterai par f(a, b, m, n). Celle d'amener g boules 
blanches et h noires dans les g -f- A premiers tirages sera de même 
y(a, b, g^ h) ; ces tirages ayant réduit à /ti — g et w — AJ les nombres 
de boules blanches et de boules noires que A renferme , la chancq^d'en 
extraire ensuite m blanches et n noires dans m-i^n ou jul nouveaux 
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tirages^ aura pour expression y(a — gr b^^h^ m, n)',\e produit de 
ces deux dernières fonctions sera donc la chance d'amener m boules 
blanches et n noires, après avoir déjà extrait de A» g boules blanches 
et h boules noires; par conséquent, si l'on fait la somme des /-f- 1 
râleurs de ce produit, qui répondent à toutes les valeurs entières ou 
zéro de g et h, dont la somme est /, on aura lezpresslon complète 
de la chance d'amener m boules blanches et n noires, après avoir 
extrait de A un nombre l de boules quelconques. Cela étant, il s'agira 
de faire voir que cette chance est indépendante de /, et égale à 
f(a, b, m, n)f c'est à-dire de montrer que l'on a 

J(a,b, m, n)=^1f{a, b, g, h)J(a^g,b^h, m, n); 

la somme Z s'étendant depuis g = o et A = i, jusqu'à g* = 2 et hssio. 
Pour cela , j'observe qu'on a , d'après le n* 1 8 , 

f(a, b, m, 71) == tL-l-i^ -jy.: i, 

en faisant , pour abréger , 

1 .2.3. ..â. 1.2.3. ,.b '"' ^ V > > ' 

relativement à des nombres quelcpnques a et 6 , dont la somme est c. 
il en résultera 

♦ à«» o) ^i^ — gf o — h) 

ou, ce qui est la même chose, 

au moyen de quoi , et de la valeur de f{a, 6, m, n), l'ëqnation qu'il 
s'agit de vérifier deviendra 

3o 
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en sapprimant le facteur f—l^, commun à tous les fermes de ses 

deux membres; el comme aei b sont des nombres quelconques » on 
y pourra y si Ton veut, mettre a^n et ô-f-ni au lieu de a et 6; ce qui 
la changera en celle-ci 

(p{a, b) =2^(g, A)(p(a — g, 6-- A). 

Or, son premier membre est le coefficient de ^^j^^dans le dévelop* 
pement de {x+jY; son second membre est le coefficient de :t*j^, 
dans le produit des développements de (x -hj^y et (x H- j")*"',ou dans 
le développement de (^+^)% comme le prenaîer membre; par con- 
séquent, les deux membres de cette équation sont identiques; ce qu'il 
s'agissait de vérifier. 

(91). Supposons actuellement que les nombres a, b, a— m, a — n ^ 
soient très grands; les valeurs approchées de ç(m,n), ^(a^^m) ^ b — n), 
^ (a, b), et ensuite celle de /{cif by m^ n), se calculeront au moyen 
de la série (3); et si Ion réduit cette séne à son premier terme, on 
en déduira une valeur de f{a, 6, m, n), que l'on pourra mettre 
sous la forme 

en faisant , pour abréger , 



v/ 



lirciir/i {a^'in) {b — n) 



Lorsque m ein, et par conséquent aussi a — m et & -«^ /i, seront 
entre eux comme a et b , chacun des quatre derniers facteurt 
atteindra son maximum et aura Tunité pour valeur. Ils décroîtront 
très rapidement à mesure que m et n s'écarteront de ce rapport , et 

deviendront tout*à-fait insensibles, dès que le rapport — ne différera 
plus très peu de^^; en sorte qu'il suffira de considérer la probabilité 
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exprimée far f (a , b, m, n), pour des valeurs démet n, à très 
peu près entre elles comme a et b. SI donc nous faisons 



m 



s«-ev^, n «^-f-Vë. 



et conséquenomeot 

nous pourrons considérer 8 comme une quantité positive on n^ativei 

mais très petite par rapport à V^c,de manière que tt^ soit une très 
petite fraction , dont nous négligerons le carré, ainsi que toutes les 
quantités de Tordre de petitesse de -. 
Cela pmë , nous aurons 

cm te ^c en . îc Wc 
es 1 «-- — ^ — , *** as» I -f- — f— , 

c (g — m) j^ *^ V^c c (6 — w) %c V^ê 



et en négligeant les carrés des seconds termes de ces binômes, on trou< 
vera d abord , par un calcul semblable à celui du n* 85 , 



En mettant pour m et n leurs valeurs précédentes, cette formule 
devient ensuite 






5o.. 



:i36 RECHERCHES 

Oa trouvera de même 

équation qui se déduit aussi de la précédente par le changement 
de m, /i, fA, en a — m, 6 — w, c — f*, et du signe de 8. De là 
on conclut, au degré d'approximation où nous nous arrêtons, 

ou bien, en faisant 



9 = 



T* • 



on aura, plus simplement 

pour la chance d'amener les nombres m etn de boules blanches et 
de boules noires, exprimées 



^ ..^ ^V^^(g — />V<a^c 

"" " ,_fl__' s (ag) 

Selon que le nombre fx sera pair ou impair , la différence n^^m 
sera aussi paire ou impaire. Si Ton désigne par i un nombre entier 
et positif, et qu'on représente Fexcês de n sur m par 21 ou 3/ — i , 
l'expression correspondante de /devra être, d'après ces équations (29), 

en faisant, pour abréger, 

a )/2 (c — ^)mabc 
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et désignant par y l'une de ces deux quantités 

(a — b)f Ui (à'- b)féc A 

savoir : la première quand |x sera pair, et la seconde quand il sera 
impair. La formule {pS!)$ après qu'on y aura substitué cette valeur 
de t^ exprimera doncla probabilité que dans les i^ tirages successifs, le 
nombre des boules noires surpassera celui des boules blanches, d'un 
nombre d*unités égal à 2Î ou 21 — i; par conséquent, si Ton y fait 
successivement 1 == i , = 3, = 5, • . . jusqu'à ce que l'exponentielle e^^* 
soit devenue insensible, ou, si l'on veut, jusqu'à î =: oo , et que 
l'on prenne ensuite la somme des résultats ; cette somme sera la 
probabilité que dans ces fx tirages , le nombre des boules noires ex- 
cédera celui des blanches, d^un nombre pair ou impair quelconque 
d'unités. En la désignant par s^ nous aurons 

* 

Z indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de tç comprise» 
depuis < ^jr + aJ^ jusqu'à ^ = oo , et croissantes par des différences 
constantes et égales à aS"^ (^r,^ 2<r étant, par hypothèse, une très 
petite fraction, la somme Z pourra s'expFimer en série très conver- 
gente, ordonnée suivant les puissances de cette différence. En effet, 
si l'on représente par T la fonction de t contenue sous le signe Z, 
et si l'on observe que cette fonction et toutes ses différentielles s'é- 
vanouissent à la limite ^ t=: oo > on aura , au moyen d'une formule 
due à Euler, 

2T=± /" Trf^ - Ik^ îjA'+Ç?^V"-elc.; 

A-, Ky k!", etc., étant les valeurs de T, — , ^, etc., qui répondent 
à t=.y. D'après les équations (39), on a d'ailleurs, au même degré 
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I 

d'approximation que précédecnment , 



ft'ab . <j»"(« — A)l/a(c — «iMaîc 



(a ~ m) [b — n) s=s »-^ — -i , 

ea ayant égard. à la. valeur de ^, il en rës.nlte 

',"- ; r- ^(^~*)»~^^n 



A = 



Vir 1- l^a (c ~-ft)fêabe 

Ce-*' 

V/2ir(c — fê^fêObc 



les termes dépendants de Ai% A:'^, etc. y étant ainitipliés par H dans 
l'expression de s 9 auront. J^V^, etc.| pour facteurs, et devront être 
négligés; et à cause de 

on ooBcliira de ces diverses valeurs 






eii fiiisant, pour abréger, 



6 j/air (o— /») /Mx6c 



Soit (^ une quantité positive; sflon que la quantité > sera po- 
sitive ou négative , prenons p as db ^ ; à cause de 



yj^ er^'dt ss V^ — r* e-^ Vf , 
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nous aurons finalement 



\/it J V 



^l^' ) (3o) 



\/w J ^ 

la première valeur de s ayant lieu quand on a >< o, et la seconde 
dans le cas de > > o. 

En faisant I ss 7 dans la formule (a8) , et désignant le résultat 
par 9 9 on aura 



<r= . '" (3i) 

pour la probabilité que dans le nombre fi de tirages 1 les nombres m 
et n de boules des deux couleurs seront égaux entre eux, et à la 
moitié de fx; ce qui n'est possible que quand f^ est un nombre pair. 
(9a). Après avoir extrait fi boules de A, supposons que Ton en 
extraie y! autres, puis fx'' autres, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
ait épuisé le nombre c de boules que cette urne renferme, de sorte 
qu'on ait 

c = p + fi' + f*" -ff*'" 4- etc. ; . 

supposons, de plus, que chacun de ces nombres fx', \k\ etc , soit 
très grand , ainsi que fx; et désignons par s\ 5", etc., ce que devient ^, 
en jr mettant successivement p', jx", etc., au lieu de p, et faisant 
usage de la première ou de la seconde formule (3o), selon qu'à l'o- 
rigtne des tirages, le nombre h des boules noires sera plus grand ou 
plus petit que le nombre a des boules blanches , contenus lun et 
l'autre dans A ; ce qui rendra la quantité y négative ou positive. D Câ- 
pres le lemme du n" 90 , les chances d'amener plus de boules noires 
que de blanches, dans ces tirages successifs des nombres de boules /x, 
V^t V^'f ^^<^*i seront 1^ quantités s y s', /', etc.; en sorte qu'elles ne 
varieront qu'à raison de l'inégalité de fi, fi', fi", etc., et seraient toutes 
égales, si ces nombres étaient égaux. Soit r la moyenne des valeurs ' 
de s, s', y, etc., c'est-à-dire, 
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en représentant par a le nombre total des tirages. Si Ton suppose encore 
que Cl soit très grand, et si l'on appelle/ le nombre de ces-tf tirages 
dans lesquels les boalcs noires excédeix>nt les blanches, la proba- 
bilité que/ se trouvera compris entre des limites données, sera la 
même , en vertu de la première proposition du n^ 5a, que si toutes 
les chances s, /, s", etc., étaient égales entre elles et à leur moyenne r. 
Par conséquent, en mettante, r, i— r, .au lieu defx^ ç^p, dans la 
formule (17), nous aurons 



R= I ^ n€-''dt + 



V^2war(l — r) 



e 



— »' 



pour la probabilité que le nombre / sera contenu «ntre les li- 
mites 



ar qp u V^aar (1 — r) , 

ou égal à Tune d'elles ; u étant un petit nombre par rapport à V %• 

Telle est la solution du problème que nous nous proposions de 
résoudre. L'application dont elle est susceptible se rapporte aux 
élections des députés dans un grand pays, comme la France, par 
exemple. Voici en quoi elle consiste. 

Le nombre des électeurs, dans la France entière, est représenté 
par Cl celui des électeurs qui ont une opinion, par a; celui des 
électeurs de l'opinion contraire , par h ou c — a. On partage le 
nombre total c en un nombre a de collèges électoraux , dont cha- 
cun élit un député, de telle sorte que le député élu dans un col- 
lège soit de la seconde ou de la première opinion, selon que le 
nombre des électeurs appartenant à l'une ou à l'autre y sera pré- 
pondérant. Cela étant, on demande la probabilité R que le nom- 
bre / des députés qui appartiendront à la seconde opinion, sera 
compris entre des limites données, en supposant que le partage des 
électeurs en un nombre a de collèges, soit fait au hasard, cest*à- 
dire en supposant qu'on prenne au hasaixl sur la liste générale, 
un nombre fx d'électeurs pour former un premier collège, un nom- 
bre f^' pour former un second collège, un »utre nombre f^' pour 
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en former un troisième , etc. ; et si l'on prend pour les limites de / 
celles que l'on vient d'écrire» la probabilité demandée R s'expri- 
mera par la formule précédente. 

Quoique chaque collège électoral se compose des électeurs d'un 
même arrondissement^ et non pas d'électeurs pris au hasard sur 
la liste générale» ainsi que nous le supposons» il peut être utile 
cependant de savoir ce qu'il arriverait dans cette hypothèse; c'est 
ce que nous allons montrer par des exemples. 

(93). En France» le nombre des collèges électoraux» égal à celui 
des députés» est 4^9» et l'on peut évaluer à environ 200000 le 
nombre total des électeurs. Je supposerai que tous les nombres (x, 
[jLy II', etc.» soient égaux; en prenant pour fi un nombre impair» je 
ferai 

ct= 4^9» fil = 455, c = afx=: 199665. 

Je supposlerai aussi qu'on ait 

a = 94635» b = io483o; 

de sorte que la différence entre la majorité et la minorité soit à très 
peu près le vingtième du nombre total des électeurs. La quantité y 
sera négative; on fera donc p :=: — y} en prenant la seconde des 
deux valeurs de 7 du n"" 91 » il en résultera 

i; = o»77396» 77=- /7^'"^^ ~ ^' ■ ^^^ ' 
et» en vertu de la première formule (3o)» on aura 

s == o»854a6» 1 — j = o» i4574- 

La chance d'une élection dans le sens de la majorité des électeurs 
surpasserait donc |j; et la minorité^ quoiqu'elle ne diffère pas 
beaucoup de la majorité» ne pourrait guère espérer d'élire plus 
des ï^ des députés. En mettant ces valeurs de ^ et ï — ^ à la 
place de ret i — r dans l'expression de R du numéro précédent» 

3i 
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faisant « ss 45g, et prenant u ss 2, on troave 

R = 0,9968a , 

pour la probabilité que le nombre des députés élus par la majorité, 
serait compris entre les limites Sga =p 31, et ceux delà minorité 
entre les nombres 67 db ai. L'amplitude de ces limites est considé- 
rable relativement au nombre a, parce que et n'est pas* extrême- 
ment grand. 

Je suppose toujours que la difierence b — a soit k peu près le 
vingtième de c; mais je prends pour 11 un nombre pair. Je fais, 
en conséquence, 

« = 459» fA=456, c:=: a(i ss 20012^9 
et, en outre«, 

13 = 95064, bssz io5o6o. 

On aura toujours i' = — 5^; mais i! faudra prendre pour y la pre- 
mière valeur du numéro 91. De cette manière, on trouvera 



V = 0,74006 , -^ J^er^'dt = o, 1 4764; 
et il en résultera 

s =0,84379, I — s sss 0,15721. 

Mais fx étant un nombre pair, le cas de tu =1 n est possible; d'a- 
près la formule ^5i), sa chance est a =s o,oaai8; et si l'on en 
ajoute la moitié à la valeur de ^, on a ^ = o,85588; quantité très 
peu inférieure à celle qui a lieu quand fx est impair. 

Afin de montrer l'influence de l'inégalité des nombres d'électeurs 



t* 
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dans les différents coUëges^ je supposerai que la moitië da nombre 
total des électeurs soit répartie également dans le tiers des collèges, 
et l'autre moitié dans les deux autres tiers. 

Pour appliquer les formules précédentes au premier tiers, je ferai 
alors 

l^ssiSS, fjt=654, ^ «fjL = 1 00062 ; 
et, pour les appliquer aux deux derniers, 

I a = 3o6, fA = 327, -f a/x = 100063. 
Je supposerai , en outre , 

a= g5o62, b = io5o62, c = 200124» 

de manière que la différence entre la majorité et la minorité soit tou- 
jours à peu près un vingtième du nombre total des électeurs. Dans le 
premier cas^ où fA est un nombre pair, on trouve 



^ = 0,89439» «• = 0,01576, J -f-i 0"= 0,901 17; 

dans le second , où fA est impair, on obtient 

f = 0,81981; 
il en résulte donc 

r = i(9f9^^^7 + 0,81981) = 0,86049, 



pour la chance moyenne d'une élection dans le sens de la majorité ; 
laquelle surpasse on peu, comme on voit , celle qui a lieu quand tous 
les collèges sont composés d'un même nombre d'électeurs. 

Lorscpie la diffiérence b — a entre la majorité et la minorité vient 
à augmenter, la cbance des élections dans le sens de la minorité 
diminue très rapidement, de telle sorte qu'elle est bientôt presque 
nulle. Pour le faire voir^ je suppose les électeurs répartis en nom- 

3i.. 
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bres égaux dans tous les collèges; je prends pour «, fi, c, \e& mêmes 
nombres que dans le premier exemple ; et je fais, en outre , 

«=89855, ô= 109850; 

ce qui rend la différence b — ah très peu près le dixième du nom- 
bre c, et double de ce qu'elle était dans cet exemple. Je trouve 
alors 

s = 0,98176, I — J = o,oi8a49 

en sorte que la chance d'une élection dans le sens de la minorité n est 
plus que d'à peu près un soixantième. A cause de la petitesse de s^ c'est à 
la formule du n* 81 qu'il faudra recourir pour déterminer la proba- 
bilité P que le nombre de fois qu'une telle élection aura lieu dans le 
nombre total des collèges électoraux, ne surpassera pas un nombre 
donné n. En faisant, dans cette formule, 

û) = a (1 — j) = 8,5715, 71= ]5, 

on en déduit 

P = 0,98715, I — P = 0,01287; 

ce qui fait voir qu'il y aurait à peu près cent à parier contre un 
que la minorité n'élira pas plus de 1 5 députés. En élevant la diffé- 
rence entre la majorité et la minorité à Soooo, c'est-à-dire aux trois 
vingtièmes du nombre total des électeurs , on trouve que la chance 
I — ^ s'abaisserait au-dessous d'un millième, et qu'il serait fort pro- 
bable que la minorité n'élirait pas un seul député. 

S'il en était ainsi, le gouyernement représentatif ne serait plus 
qu'une déception , puisqu'une minorité de 90000 sur 200000 électeurs 
ne serait représentée que par un très petit nombre de députés, et 
qu'une minorité de 85ooo n'aurait plus qu'une très faible chance d'a- 
voir un interprète dans la chambre élective. U suffirait que dans l'in- 
tervalle de deux sessions , trois vingtièmes de la totalité des électeurs 
changeassent d'opinion, pour que la chambre entière passât de la 
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droite à la gauche, d'une opinion à Topinion contraire. Mais les 
électeurs dont chaque collège est composé ne sont pas pris au hasard , 
comme notre calcul le suppose , sur la liste des électeurs de toute la 
France; et dans chaque arrondissement, l'opinion prépondérante se 
forme et se maintient par des causes particulières , telles que les inté- 
rêts de la localité , l'influence du Gouvernement et celle de quelques 
citoyens. Toutefois, il était bon de signaler l'extrême mobilité que 
le hasard pourrait produire dans la composition de la chambre élec- 
tive, pour de très petits changements dans la proportion des électeurs 
qui ont une opinion et de ceux qui appartiennent à l'opinion con- 
traire. 
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CHAPITKE IV. 



Suite du calcul des probabilités qui ilépendent de tfés grands nombres. 



(94). Nous allons maintenant nous occuper des formules relatives 
aux chances variables; ce qui nous conduira à démontrer les trois pro- 
positions générales énoncées dans les n"^ 5a et 53 , et dont nous avons 
conclu la loi des grands nombres. 

Considérons une série de a& ou m + /i épreuves successives , pen- 
dant laquelle les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une manière quelconque. Désignons ces chances par/), et 9, à 
la première épreuve , par p^ et q^ à la seconde , par p e\q à la der- 
nière ; de sorte qu'on ait 

Appelons U la probabilité que E et F arriveront suivant un ordre 
quelconque , m fois et n fois. D'après la règle du n® :io , U sera le 
coefficient de ii*v" dans le développement du produit 

Or, si l'on fait 

le terme U«£*i^ de ce produit deviendra Uef" "" '•)'V^— ', et tous les autres 

termes renfermeront des exponentielles différentes de e('" — '•)'^—'; 
d'où l'on conclut qu'en désignant ce produit par X , en le multipliant, 
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ainsi que son développement , par e^ (* — «^ï/— 1 ^ ^ et intégrant 
ensuite depuis :r = — tf jusqu'à x :s:i ir^ tous ces autres termes 
disparaîtront , et l'on aura simplement 

f^^ Xe-('»-»)'V^^=a7rU; 

ce qui résulte de ce que si i et i' exprimant deux nombres entiers, 
positifs , négatife ou zéro, dont le premier sera i z=:m — n, on aura 

n ^ e'''V^ a-^ V^^A»rj ^[cos(i'-i>+sîn(i'-i> \/^rfx=io, 
quand i et i' diffiéreiont l'un de l'autre , et, en particulier, 

dans le cas de 1' = i. 

Nous aurons , en même temps , 

. wpi+ t^j=cos.r4-(/?i~^,)8inxV/~i5 
et si nous faisons 

cos*a: 4. (^ — ç^*sin* Jc = p,* , 
il y aura un angle réel r,, tel que l'on ait 

— cosj? = cosri, - (f?i — .i^i) sin j: = sin Ti ; 

d'où il résultera 

«)^i + «^1 = rtC^'^~'' 

Le signe fi sera ambigu; pour fixer les idées, nous regarderons 
cette quantité comme positive. En Esisaot , pour abréger. 
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le produit désigné par X deviendra 

et nous aurons y en conséquence, 

I /•» l/— "f /*' 

U=i — / YcosO — (m — n)T]dx + - / Ysinlj^ — (m — n)x]dx. 

Pour des valeurs de x égales et de signes contraires, les valeurs de Ti 
le seront aussi , et celles de pi seront égales ; par conséquent , la seconde 
intégrale définie s'évanouira, comme étant composée d'éléments deux 
à deux égaux et de signes contraires; et cela devait être, en effet, 
puisque U est une quantité réelle. Pour des angles x suppléments 
l'un de l'autre, les angles Ti le seront également , d'après les expres- 
sions de cosTj et sin ri; la somme des deux valeurs de^ -— (m — n)x 
qui leur correspondront, sera donc (àw — ^ (m — n)7r on anTF, et 
conséquemment le cosinus 'de jr — (m — n)j: ne changera pas : 
il en sera de même à l'égard des valeurs de Y; en sorte que les élé- 
ments de la première intégrale définie , correspondants à x et 
TT — X, seront égaux, aussi bien que ceux qui répondent à x et — x» 
En supprimant donc la deuxième intégrale, réduisant les limites de 
la première à zéro et j tt, et quadruplant le résultat, nous au- 
rons simplement 

U =z^ f ^"^ Y co^Ij- — {m — n)x]dxr (i) 

L'intégration indiquée s'effectuera toujours sous forme finie, parles 
règles ordinaires. Mais quand fx ne sera pas un grand nombre , cette 
formule ne pourra être d'aucune utilité pour calculer la valeur de U; 
quand, au contraire, ce nombre sera très grand, on déduira de 
cette formule, comme on va le voir, une valeur de U aussi ap- 
prochée qu'on voudra. 

(95). Chacun des facteurs de Y se réduit à l'unité pour x = o , 
et est moindre que l'unité pour toute autre valeur de x, comprise 
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dans les limites de riatëgration ; il s'ensuit que quand ft sera un très 
grand nombre , ce produit sera généralement une très petite quantité , 
pour toutes les valeurs de x qui ne seront pas très petites, et que Y 
s'évanouirait, pour toutes les valeurs finies de x, si fA devenait infini. 
Il n'y aurait d'exception que si les facteurs de Y convergeaient indéfi- 
niment vers l'unité; car on sait que le produit d'un nombre infini de 
semblables facteurs, peut avoir pour valeur une quantité de grandeur 
finie. A cause de 

Cl' = I — 4péqiS\n^x, 

cette circonstance supposerait que l'une des chances des deux évé- 
nements E et F, ou leur produit p^t, décrût indéfiniment pen- 
dant la série des éjH^euves. En excluant ce cas particulier, on 
pourra donc, dans le cas où ft est un très grand nombre, considérer 
la variable x comme une très petite quantité, et négliger la partie 
de l'intégrale précédente, qui répond aux autres valeurs de x. 

En développant alors suivant les puissances de x^, on aura, en 
série très convergente, 

p, s= I — 2p/itx^ + {\pfii — apVi)^ — ^^^f 
et, par conséquent, 

log/i = — ^P^^x^ + (î Ml — ^Pfqfy^ — etc.; 
d'où l'on conclut 

logY = — /î***x* + /x (i A:* — k!^)x^ — etc., 
en faisant, pour abréger, 

Qilpq^ = fxA:*, ipEpiV = /**". etc., 

et étendant la somme Z depuis i ^ i jusqu'à î = f;:. Si l'on fait 
aussi 



X ._ 

f 



V^f 



Sa 



j5o 



HitMKH 



que Ton considère la nouvelle variable z comme une quantité très pe- 
tite par rapport k \/(jt , et qu'on néglige les quantités de Tordre de 



petitesse de -, il en résultera 



e-^'^\ 



D après les valeurs de fi et de sinri, on aura de même 
r, = (pt — q,)a: + f (^, _ q;) p^, x^ -j- etc- 

Je désignerai par /? et ^ led chances moyennes de E et F pendant 
toute la série des épreuves, de sorte qu'on ait 

■ • 

/i = ^ 2/;,, 9 = i 2j„ p + q s=z i; 

la somme 2 s'étendant toujours depuis / = i jusqu'à i &e /a. Je ferai 
aussi , pour abréger, 

^^ipi—qi)Piqi=h. 

En conservant seulement les quantités de Tordre de petitesse de -î^, 
on en déduira d'abord 



et ensuite 



^-\ z'h . 



c6s[> — (m — /i)x]=cos(r^ V^/t)— -4sin(zg\//i), 
où Ton fait, pour abréger. 

Je substitue ces valeurs de t «t cos [j — (m — n)x] dans la for- 
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mule ( ï ), et j'y mets -^ dz au lieu de dx; il vient 

Le cas où les valeurs de pi et qi décroîtraient indéfiniment ayant été 
exclu. A:* ne peut être une très petite quantité; pour des valeurs de z 

comparables i ^[x, Texponentielle e~"*''* sera donc insensible ; et quoi- 
qu'on ne doive donner à cette variable que des valeurs très petites par 

rapport à ^ii, on pourra maintenant, sans altérer sensiblement 
l'intégrale, l'étendre au-delà de cette limite, et la prendre, si l'on 
veut , depuis zsss o jusqu'à z = oo . D'après une formule connue , on 
aupa alors 

en differentiant successivement par rapport à g et à A;, on en déduit 



l r-.V («n ^ V;r)<fe=«^ (5 + f ' ■■ 



et aa moyen de ces valeun , celle de U devient 

A raison de l'exponentielle e ^' , cette probabilité sera insensible 
dès que g ne sera pas de l'ordre de la fraction -^; mais à cause de 

p-^^qrszx et m-f- /issfx, cette quantité g ne peut être de cet ordre de 

petitesse , à moins que cela n'ait lieu séparéoient pour p - 

qui sont d'ailleurs des quantités égaks et de signes contraires; si donc 

Sa*. 



m 



2^2 
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on fait 








P- 


m kê 


n M 





la probabilité U n'aura de valeurs sensibles que pour des yaleura de &, 
positives, négatives ou zéro, mais très petites par rapport à \/f*, et 
il en résultera finalement 

pour la probabilité que les nombres m et n auront pour valeurs 



m 



sspii^^k \/yL, n = qfi+ik s/F', 



c'est-à-dire, des valeurs qui s'écarteront très peu d'être proportionnelles 
aux chances moyennes p et q et au nombre /x des épreuves. 

(96). Pour que metn soient des nombres entiers, il faudra que 

soit un multiple de — j^.ou zéro* En faisant 8= o dans la formule (a), 

kYfê 

on aura — j=r pour la probabilité que m et n seront précisément entre 
eux comme p et q. En désignant par t une quantité positive, multiple 
de -—T^i faisant successivement dans cette formule Os=— -^et8 = ^; 

et ajoutant les deux résultats, leur somme —s=se"*'' exprimera la pro' 

babilité que m sera l'un des deux nombres pfA =p kt V/T, et n l'un de- 
deux nombres ç/bt dz kt s/p,. Soit 

kv-^ ^' 

désignons par u un multiple donné de S" ; faisons successivement, dans 
la somme précédente, / = cT, = aJ^, = S^T, . . . . jusqu'à ^ 5= a; repré- 
sentons par R la somme des résultats , augmentée, de îa valeur de U 



j 
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qui répond i d := o; nous aurons 

R = -4= H ^ Se—, 

t 

pour la probabilité (fae les nombres m et n seront compris entre les 
limites 

ou égaux à l'une d'elles. 

La somme Z se rapportera aux valeurs de / comprises depuis t:szj' 
jusqu'à tss u, et croissantes par des différences égales à cT; mais on 
pourra la remplacer par la différence des sommes de e^'% prises de- 
puis t=s ^ jusqu'il ^ = 00 y et depuis tz^ u+ J^ jusqu'à ^ = oo . Au 
moyen de la formule d'Euler, déjà employée dans le n* 91 , cette 
dernière somme, multipliée par cT, aura pour valeur, 

au degré d'approximation où nous devons nous arrêter, c'est-à-dire 
en négligeant le carré de J^. Si l'on y fait u =s o, on aura aussi 

pour la somme étendue depuis t s=z J" jusqu'à ^ = oo et multipliée' 
par J^. Par conséquent , si l'on retranche de cette dernière quantité la 
précédente , et qu'on divise par J^ , on aura 



Se-*' 



iVï-J/V-'*- ; + :«-■. 



pour la somme comprise dans l'expression de R; et en ayant égard à 
la valeur de cT, cette expression deviendra 

Lorsque les chances p^ et qi sont constantes et conséquemment 
égales aux moyennes p et 9, on a A; =s \/2pq; ce qui (ait coïnci- 
der cette formule (3)^ et les limites précédentes dl& m et n, avec 
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la formule (17) du n? 79, et les limites aux^pidles elle rëpcnid« Cette 
coïncidence de deux résultats obtenus par des méthodes aussi diffé- 
rentes, pourrait servir , au besoin, de confirmation à nos calculs. 
En prenant pour u un nombre peu considérable, tel que trois 
ou quatre^ on rendra la valeur de R très peu différente de Tiinité. 
Il est donc à peu près certain que dans un très grand nombre /a 

d épreuves, les rapports — et - s'écarteront très peu des chances 

moyennes peï q, dont ils approcheront da plus en plus^ à mesure 
que pt, augmentera encore davantage , et avec lesquelles ils coïncide- 
raient rigoureusement si ^ pouvait être infini ; ce qui est déjà la pre- 
mière des deux propositions générales du n* 52, 

(97). Soit maintenant A une chose quelconque, susceptible de 
plusieurs valeurs positives ou négatives, et que nous supposerons 
des multiples d'une quantité donnée io» Ces valeurs seront com- 
prises depuis euû jusqu'à Sa> inclusivement, de sorte que € — « -f- i 
soit leur nombre ;aet€ désignant des nombres entiers ou zéro , dont 
le second surpassera le premier, abstraction faite du signe : on aurait 
é =s A , si A n'était susceptible que d'une seule valeur. Nonnseulement 
à chaque épreuve que l'on fera pour déterminer A , toutes les valeurs 
possibles seront inégalement probables^ mais on supposera, pour plus 
de généralité , que la chance d'une même valeur varie d'une épreuve 
à une autre. Si n est un nombre quelconque , compris entre a ei€f 
ou égal à l'une de ces limites, on désignera donc la chance de la va- 
leur ncû de A , par N, à la première épreuve , par N« à la seconde 
épreuve, etc. Cela posé, s étant la somme des valeurs de A qui au- 
ront lieu dans un nombre [i d'épreuves successives, il s'agira de déter- 
miner la probabilité que celte somme sera comprise entre des limites 
données. 

Appelons d'abord n la probabilité qu'on aura précisément s = mœ , 
en désignant par m un nombre donné, compris entre aetC, ou égala 
l'une de ces limites. Si l'on forme le produit 

XN,r . 2N.f"* . SNs^"* . . . 2N /"•, 

dans lequel t est une quantité indéterminée , et les sommes S s'éten- 
dent à toutes les'Valeurs de n , depuis ts s= a jusqu'à n ss f ; et si Ton 
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développe ce prodoit suivant les puissances de ^, il est aisé de voir que n 

sera le coefficient de f^ dans ce développement. Cela est évident^ dans le 
casdefAsi. QaandfA=2| si l'on représente par n'cù^X n^'œdenx expo- 
sants de t prb, Tan dans la première et l'autre dans la seconde somme 2, 
il est évident que la valeur 77iis> de A pourra arriver d'autant de manières 
différentes que l'équation n' '^n'* = m aura de solutions distinctes , 
en prenant pour nf et n" des nombres compris depuis a jusqu'à €; la 
probabilité de chacune de ces manières sera le produit des valeurs 
de N, et Ng, qui répondent à chaque couple de nombres n' et ri'; 
par conséquent , la probabilité totale de j = mcù aura pour expression 

le coefficient de f^ dans le produit des deux premières sommes 2. Ce 
raisonnement s'étendra sans difficulté aux cas de fi = 3, s= 4^ ^^^- 
Lorsque toutes les quantités N,^ N., N9, etc., sont égales, leur pro- 
duit se change dans la puissance fi de l'un des poljnomes qui répon- 
dent aux sommes Z, et ce cas a été considéré dans le u"" 17. 

Cela étant, par une considération semblable à celle qu'on a employée 
plus haut, si nous faisons 

et si nous désignons par X ce que deviendra le produit des fi sommes 2, 
nous aurons 






Soient actuellement îet i^ deux nombres^ donnés, et P la probabilité 
que la somme s sera comprise entre io» et ^cù , ou égale à Tune de ces 
limites; la valeur de P se déduira de celle de n en y fidsant suc- 
cessivement m zsi ipssi'i»^ p sssii «f- 2,. . • • sa. i'; et la Mflime 

des vdeiin correspondantes de e— "^t^^ ayant povr expression 



avÎD r 9 

il en résultera 



— ! — rk L^ •■•e I. 
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Pour simplifier cette formtile, je supposerai que a» soit un infiniment 
petit; je prendrai, en même temps, pour i et i' des nombres infinis; 
et je ferai 

îâi = c — î, i'cù = c -t- €, :=3 mXj de = mdx; 

ceti étant des constantes données, dont la seconde sera positive, afin qu 09 
ait a > I, comme le suppose Texpression de P. Les limites de l'intégrale 
relative à la nouvelle variable x seront =k oo . On aura sin ^ 9 «= ^ cêx; 
et en négligeant zhj par rapport à i et à f, cette valeur de P deviendra 



P=rp Xe -'V^ sin €x ^. (4) 

/ 

Les valeurs possibles de A croissant actuellement par degrés infiniment 
petits, il faudra supposer leur nombre infini, et la probabilité de cha- 
cune d'elles infiniment petite ; en désignant par aet b des constantes 
données, et par z une variable continue, on fera donc 

aa» =^ a, €o9 :=: b, ncê ss zi 
on aura , en même temps , 

et Ton fera aussi 

N, = ûp/tz, N. =c »/,2, N, =s «/,a, etc. 

Chacune des sonunes Z contenues dans X se changera en une intégrale 
définie, dont aeib seront les limites; et en pi^nant œ pour la diffé- 
rentielle de z, on en conclura 



pour le produit de /ea facteurs qu'on devra substituer dans la formule (4) 
à la place de X. 

(98). Cette foflmule ezpriiiera la probabilité que dans le nombre fA 
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d'ëpreuyes^ la somme des valeurs de A se trouvera comprise entre les 
quaotitës données c «- - i et c -f" ^* A. la n^*^* épreuve^ la chance 
infiniment petite d'une valeur z de A e&ïfjuiz \ et toutes les valeurs 
possibles de A étant, par hypothèse , comprises entre a et 6, et Tune 
d'elles devant avoir lieu certainement à. chaque épreuve, il faudra 
qu'on ait 



y^ fjuiz — I ; 



la fonction y.z pourra d'ailleurs être continue ou discontinue, pourvu 
qu'entre ces limites a et 6, elle soit une quantité positive. 

Si la chance de chaque valeur de z ne change pas pendant les 
épreuves , la fonction fji sera indépendante de n ; et en la représen- 
tant par fz on aura 



I. 



Si , de plus les valeurs de A sont également probables , fz sera une 
constante qui devra être _, , pour satis&ire à la dernière équation. 
En faisant 



azsih — g^ b 



S 



on aura donc 



/• = =• />t^/«*.=ï^e-.^, 



au moyen de quoi la formule (4) deviendra 



J^ sin tx 






OU simplement mr 



^^.if:{^î~--(^-^)-^' 



(6) 



35 
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parce que la aeconde intégrale s'éranonit comme étant composée d*é- 
lémeots qui sont deux à deux égattx et de signes contraires , et que 
ceux de la première sont deux à deux égaux et de mêmes signes. 

L'exposant fe étiant un nombre entier et positif, je Tais faire voir 
que œtte valeur de P s obtiendra toujours sous forme finie , en rédui- 
sant la puissance fx de sing.r, en sinus ou cosinus des multiples degXf 
au moyen des formules connues^ savoir : 

2f'sin^SX9x(^tyr cwf^x — f* cos(fA — 2)gx + ^^~^cos(fi—4)gx 

— ^'^Z%.7 ^ cos (fi — 6) gx 4- etc.], 
^f'sivfgx^^—if ^ ' [^sinf<gx— Msin(f*— 3)g'a:+^î^^^ 



(7) 



1*2.3 



bin ( /A — 6)gx + etc. H , 



qui Mut compoiéas chacune d'un nombre fini de tenues, et dont la 
première a lieu quand le nombre jx est pair, et la seconde lorsqu'il est 
impair. 

» 

(99). Pour cela, j'observe que l'on a , comme on sait. 



J O X % ' 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur , selon que la 
constante y sera positive ou négative. Soient « et 5, deux autres quan- 
tités positives; mettons C« et Qdx à la place de «r et ^, ce qui ne 
changera rien aux limites de l'intégrale ; nous aurons 



— - — ax =3= - TTl 

o X 2 ' 



"» 



et en maltipliaqt par dS^ et intégrant eocvite depnis C ss i jusqu'à 
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€=s tifilen césultera 

fJ^(conyx^ cos ayx) ^ = :p 1 ;r ( i — «)>. (8) 

m 

Cette éqaation subsistera évidemment pour ^ = o , quoique celle 
dont elle est déduite n'ait pas lieu dans ce cas particulier. Son premier 

cosetyx — et 



/* dx 

I cosyx—y dont chacune a une valeur infinie. Pour cette raison , 

il n'est pas permis de les considérer isolément , et de changer la va- 
riable X dans Tune^ sans la changer dans l'autre. Ainsi, en mettant 

X dx 

-et — à la place àe x et dx dans la première, elle deviendrait 

co&yx-^i et en divisant les deux membres de l'équatioii pré-» 
cédente par i -*a, on aurait 

/••* dx I * 

ce qui serait absurde. La même remarque s'applique a toute intégrale, 
comme le premier membre de l'équation (8) , qui a une valeur finie , 
résultante delà différence de deux intégrales infiaies. 

Je multiplie cette équation (8) par - dy ; puis j'intègre ses deux 

membres, en assujétissant leurs intégrales à s'évanouir quand > = o; 
ce qui donne 



En intégrant une seconde fois de la même manière, il vient 

1/: (-*« - ^==F + ^) ^ = * (— ) .4î' 

35.. 
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une troisième et une quatrième intégration donneront de même 






et en coatinuant ainsi , on parviendrait à des équations de cette forme 



t • 



UX^>-^^ " -.>o],^- =*(-.)•-'(.-.) r^. 



:(*•-«) 



^ r r COS»yX . , ,^-1 dx ;(^-') 



7« 



1 . a . 3 . • . ^ * 



la première répondant au cas oùfi est un nombre pair, et la seconde au 
cas où fi est impair. Les quantités C et C sont des constantes déter- 
minées, qui dépendent de tf et>, et dont les expressions, faciles à 
former, nous seront inutiles à connaître. 

Je mets successivement, dans chacune de ces équations, >+€ et> — g 
au lieu de >; et par la soustraction des résultats, j'en déduis 

I 

= -+. (- ')'"('-*) 






D et D' étant des constantes diflFérentes de C et C. Je mets encore suc- 

c««.vement > + (jt _ a„)^ et >~ (;* - an)g à la place de ,,; etpar 
1 addition des résultats dans la première équation, et la soustraction 
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dans la seconde y il vient 



IL [coa(^-^'»)^«osy«in«^i2î!l^^ 



./«+i 



I 



=P (y + /i^ — aiijr — O^ip (> — /i^ + an^ — 0^] , 

=F(y + ^— ang— O^'it (> — /«^+a/i^— 0^]; 

E et E' désignant aussi des constantes différentes de D et D'. En don- 
nant à n les valeurs successives 0,1,2,3^ etc. ; faisant, pour abré- 
ger, 



cosfcgo: — ffccos (ft— a)grx+ ^'[V cos(fi — 4)8^ 

^.^. .^-a cos (^ _ 6^^ _^ etc. -] co.rx ,in «: . 



i.a.3 ^^ ^ *^ J a?M— ' ' 



i^s^sin/jLgx —f4sm{/A—2)gx + ^^£=^ sin(;t — 4)gx 

-sin(/x — 6)grx + etaJ — ^;:i; — ; 



i.a.3 



et désignant par uf et / ce que deviennent i^ et p, quand on y change 
X en ax , on déduit des équations précédentes 
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F et F' étant encore des constantes différentes de Eet E'. On a £ûty 
dans ces dernières équations , 






(> + /^ — • % + O** + ^c* ; 



et Ton a désigné par r', ce qne V derieot quand ovi y change le signe 
de g I, et par F^ et r]^ ce que deriennent F et F' par le changement du 
signe de €. Or, en renversant l'ordre des termes de F' et F/, qui sont en 
nombre fini, il est facile de voir que Ton a F' = F et F/ = F^ quand fx 
est pair, F' ?c — F et F/ = — F^ quand /x est impair; au moyen Jp 
quoi les équations précédentes deviennent plus simplement 



.i^ 



4 r r^,^^^4,(i=ll)Flj;^0-->)(-0- (r-r.) 

» / o L Xf^"^^ J* 1.2.3...^ ' 



^(f^O 



ijo L ^ »^« J^^ . 1.2.3...^ 

Dans chacune des deux quantités F et F^ que ees équations renfer- 
ment, on devra, d'après l'origine des doubles signes de leurs différents 
termes, prendre le signe supérieur ou le signe inférieur d'un terme 
quelconque » selon quç la quantité qui s'y trouve élevée à la puis-* 
sance \l sera positive ou négative. 

Maintenant y en vertu des équations (7), on a 

^ — = (—0 a^y^ sin/«ga:cos>xsin«c-jj^^, 

vdx , vS^'*"") « /*• . . dx 



J — =s (— i) 2^ f sinf^gxcosyxsinex 



rH-t^ 



Les intégrales contenues dans les seconds membres de ces équations 
sont d€S qq^iitités finies; les intégrales f ^ et T —^etpar suite, 



I 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. :263 

celles qai s'en déduisent en y mettant u! et p' au lieu de u et p, ont 
donc aussi des valeurs finies ; par conséquent , la remarque relative 
à Féquation (8) ne s'applique plus aux équations (9). Or , en met- 

tant 2 et — à la place de x et dx^ dans les intégrale^ <]ui répondent 
à il' et f/, QOHs amyins 

au moyen de quoi etdes formules précédentes, les équations (9) se 
changent on celle-ci : 

Mais l'intégrale / — x; étant infinie, ces dernières équations ne pour* 

raient pas subsister, si les constantes F et F' n'étaient pas nulles; il faut 
donc qu'on ait identiquement F = o et F' =s o; ce qu'on pourrait 
d'ailleurs vérifier, si cela était nécessaire. Cela étant , les deux dernières 
équations se réduiront à une seule , savoir : 

qui aura lieu pour les deux cas de /i pair et dep impair; et si l'on y fait 
et qu'on ait égard à la formule (6) , on en çondun finatement 



r— r 



»(^^=rbît:i' («•) 
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pour réquation qai fera connaître la valeur de P sous fomie finie, et 
qu'il s'agissait d'obtenir. 

(loo). Dans le cas de fJL=:i, ou d'une seule observation^ P est la 
probabilité que la valeur de A qui doit , par hypothèse ^ être comprise 
entre les limites données a et 6, ou h — g et A+g, le sera, d'après l'obser- 
vation, entre les limites aussi données c — iet^-f-6. Si ces dernières 
limites renferment les premières, on devra donc avoir P = i ; si, au 
contraire , ce sont les dernières limites qui sont renfermées dans les 
premières, P devra être le rapport de Fin lervalle 2é des dernières à l'in- 
tervalle 2g des premières ; si les dernières limites tombent toutes deux 
en dehors de l'iatervalle des premières , il faudra qu'on ait P = o ; si 
c — 6 tombe dans l'intervalle de ^ -— g et A -f- g, et c + een dehors, 
P devra être le ratpport de l'excès de A -f- g sur c — ea l'intervalle 2g ; 
et enfin , si c'est c + € qui tombe dans l'intervalle de h — g et £ + S^> 
et c *- é en dehors, il faudra que P soit le rapport de l'ex^s de c + ^ 
sur A — g à l'intervalle 2g. Ces cinq valeurs différentes de P^voir : 



P=,, P = i, P = o, .P = h + g-c+^ ^ p 






se déduisent effectivement de Téquation (lo), qui donne 

pour fA = I . On aura , en même temps , }^ s= ft — r , et par suite 

r = d= (A 4- g — c + €) =F (A — g — c 4- 0^ 
r, = =t: (A 4- g — c — é) ^ (A — g — r — é). 



Dans le premier des cinq cas qu'on vient d'énoncer, on aura 
c-4-i> À+getc — 6<A — g; lés quantités comprises entre les 
parenthèses seront positives dans T et négatives dans V^ ; il faudra , en 
conséquence, prendre les signes supérieurs dans F et les signes infé* 
rieurs dans T^ ; et il en résultera 

r = ag, r^ = — 2g, P = I, 
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Dans le second cag, on aura A-|-g>c-f-€etA-^g <c — c;on 
devra prendre les signes supérieurs des premiers termes de F et F^ , et les 
signes inférieurs de leurs seconds ternies ; de sorte que Ton aura 



Fs aA*— ac-f*acy F.ssaft— ac — 26, P = -. 

Dans le troisième cas , nous aurons h — g>*c4-c; on devra prendre 
les signes supérieurs dans F et dans.F^ ; ce qui donnera 

Fcsag, T,^2g, P = o. 

On pourra aussi avoir , dans ce troisième cas f h^ g ^c — €;ce qui 
exigera qu'on prenne les signes inférieurs; les valeurs de F et F^ chan- 
geront donc de signe, et Ton aura encore P =: o. Dans le quatrième 
cas, noua aurons r— 6 > A — g, c — €< A +g, c + 6> A+ g; il 
£iudra prendre les signes inférieurs des deux termes de F^ , le signe 
supérieur* du premier terme de F^ et le signe inférieur de son second 
terme ; dV>ù il résultera 

r=:aA~acH-a«, r, = -ag, P = *±^:i±î. 

Enfin , dans le cinquième cas, on aura c -^ <<<^ *"* g» ^ -t*£> A-— g, 
c -f- € < A -f- g. On prendra, en conséquence , les signes supérieurs 
des deux termes de F , le signe supérieur du premier terme de F^ , et le 
signe inférieur de son second terme; ce qui donnera 

r=:ag, r, = aA-ac-ai, P=i±^^*±5. 

La vérification de la valeur de P relative au cas d'une seule ob- 
servation j peut aussi se fiiioe sur cette valeur générale, donnée par la 
formule (4)* Dans ce cas, si Ton regarde^ comme une fonction dis- 
continue, qui soit nulle pour toutes les valeurs de s non comprises 
entre les limites données a et 6; la probabilité P que la valeur de A 

34 
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derra tomber entre les limites c :^€, sera évidemment 



' = /;*•/"" 



Or, pour ft = I , on a, d'après les formules (5) et (4) , 



^'-fy^'f^. p=i/j:,(/>-»^/^>-~''-s,,>«s, 



et eu intervertissant l'ordre des intégrations relatives à a: et z, et faisant 
disparaître les imaginaires , cette expression de P pourra s'écrire 
ainsi 



Mais on a, comme plus haut , 



selon que la constante y est positive ou négative ; hi différence des 
deux intégrales relatives à x sera donc nulle ou ^ale à ^^ selon que 
les deux quantités c + < — zetc-*- c— z seront de mêmes signes ou de 
signes contraires ; par conséquent, l'intégrale relative à z se réduira à 
zéro pour toute valeur de z qui sera, ou plus grande que c -f- 6 , ou 
plus petite que c — c; elle ne devra donc s'étendre qu'aux valeurs de z 
comprises à la fois entre a et 6 , et entre c — t et c -f- € ; et puisque 
nous regardons/^'z comme nulle pour toutes les valeurs de z qui tom- 
bent hors des limites a et 6 , la valeur de P se réduira à l'intégrale 
àùffidz^ prise depuis Z3sc^->€ jusqu'à c + <; ce qu'il s'agissait de 
vérifier. * 

(loi). Lorsque jx sera un très grand nombre, on pourra, par des 
transformations semblables à celles du n* gS , changer la formule ( 4 ) 
en une autre qui fera connaître la valeur approchée de P. 
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Observons d'abord que la formule (5) peut s'écrire ainsi 

Faisons ensuite 



i,=»sinr.; 



il y aura un angle réel r., tel que l'on ait 

^ ff^QOsxz^zsiCOsr^, jj J'j^ûaxzjdz, 
et si Ton fait aussi, pour abréger, 

la yaleur précédente de X deviendra 

X = Yc^V^. 
En la substituant dans la formule (4), on aura donc 

p — 1 r^Ycos(/— cx)sin4r — + ^^-y^YsinC^— cjc)siniar — ; 

et comme les éléments de la seconde int^rale sont deu? à deux 
égaux et de signes contraires, et ceux de la première , deux k deux 
égaux et de marnes signes, cette valeur de P se réduira à 

Vzsi^J Ycoe(7 — cx)siniaf— . (11) 

Four X =s o , on a pa = t ; et pour tonte autre valeur de x, celle 

34.. 
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¥UJ^[i¥U:^ 



de f. est moindre que rnnite. En effets Pezprenoii de p\ peut 
évidemment se changer en celle-ci : 

laquelle esl équivalente à 

quantité moindre que/ j f^zf^dzd:^, on qae J Jjuiz. T ff^zfib^, 
pour tonte valeur de or différente de Tunité; et, par conséquent, moin- 
dre que Tunité , puisqu'on doit avoir f fjidz =i et J Jj^djf := i. 

Cela posé , le nombre y^ étant très grand, il s'ensuit que dès que 
la variable a: ne sera plus très petite, le produit Y, ^al à Ëuité 

u^Pn 



pour or :^ o, se réduira, en général, à une très petite fi^PBon 
qui serait tout-è«-fait nulle si /a pouvait devenir infinL En faisant 
id)6traction , comme dans le n"* gS, du cas particulier où Y con- 
vergerait vers une quantité différente de zéro (*), nous pourrons 
donc ne donner à or, dans l'intégrale que contient la formule (ii), 
que de très petites valeurs, à la limite desquelles la valeur de Y 
soit insensible; de sorte qu'en faisant 

Y == e-^\ . 

la variable 6 pourra être supposée infinie à cette limite; et qu'en subs- 
tituant cette variable à x dans l'intégration, on devra prendre zéro et 
l'infini pour les limites de l'intégrale relative à 8. 

Pour exprimer jr et dx au moyen de et dB, je dévdoppe les valeurs 
précédentes de f.oosr. et f.sinr. suivant le» puissances de x. En 



(^) Pour rezamen de ce cas particulier et des singularités qu'il présente, je ren- 
verrai à mon mémoire inséré dans la Connaissance des Tems, de 1827 « et que 
j'ai déjà tîté ( n* 60 ). 
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metUnt la lettre z au lieu de z, sous les signes/^ et fiiisant 

nous aurons, en séries convergentes, 

f.oosr. = « - il*'.H--£L^A«'.-etc., 



«» 



p.sinr. = arA, — j-^ A". H- etc. 
En faisant aussi 



• « 



î(*'. - **.) = »., g (A^.- 5*^.+ 2*».)=^., etc., 



on dëdnira de ces séries 



f , ^ I — x*A, -f- Â*/^ — etc., 
r. xs «A. — ap*g. + etc.; 

C 

et de cette valeur de f . , oa déduira ensuite ' « 

m • 

logp. =5 — »•*. -H a«(4 — i A*.) — etc. 
Fafions encore * 

^k,ssiiJcf 2A, = fiA, . 2g, as figr, 2 (t — i A*,) = pi, etc. ; 



• * 



les sommes Z s'ëtendant, ici et dans tout ce qui va suivre, dq)uis 7i=f 
juscpi'k n =± fA • nous aurons 

logY = — fl* = — x^iih -f- ^1^ — etc,; 
d'où Ton tire 

ê /â^ 

^ di , adê , , 



2^ù 

et l'on aura en filiale temps 



>j:iwiîw;ix 



^ — ex = ( pA: — c>r — j^^ + etc. , 
cos(jr — ex) ss cosQtk — c)x + r/=f 8ia(f«:— c)a>f- etc. 
Au moyen de ces direrses valeurs, la formule (ii) devient 



P=^r (r^CM{iik — c)x^(x^ 



9^ 



^^f^ e*-^Mn(|jA— .c)xsm€a:.ô'dÔ, 



(12) 



&V/i«^ 



en négligeant les termes qui seraient c^ visés par fA, et conservant x à 
la place de sa valeur sous les sinus et cosinus. 
Si nous prenons 

cz±iik, • '. 

cette formule se réduira k 

? = ?/••«-•• a» -4^, 

en supposante quç le rapport de € à vV ^^ ^i^ P^ ^t^ grand nom- 
bre, ce qui permet de réduire la valeur de &r à son premier terme 

-^. Or, ok étant «me QOi£5taiitetindélMioitiëe> on a, d'après une for- 
mule connue , 

re-»-co6^de-V^«~^; . 
en multipliant par -^, et intégrant depuis a =o jusqu'à « = £, on 

en déduit 
et en faisant 



. / -r- 




• • 
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et oinenraDt qu'on a ■ 

■ 

il en résultera enfia 

■ 

pour la probabilité que dans un tiès grand nombre fx d'épreuves, la 
somme s des valeurs de A sera comprise entre les limites 

/ExA; =fr 2u \/^y 
ou , ce qui ^st la même chose , pour la probabilité que les limites 

■ 

comprendront la valeur moyenne - de A, résultante de ces ju épreuves 

successives. 

(loa). En donnant k u une valeqr peu considérable, qui rende néan- 
moins la formule (i 3) très peu différente de l'unité, on en conclura que le 

rapport - différera probablement fort peu de la quantité k j et comme 

cette quantité représente la somme des valeurs possibles de A , multi- 
pliées par leurs chances respectives à chaque épreuve , et divisées par 
le nombre fn des épreuves, c'est-à-*dire la somme de ces valeurs mul- 
tipliées respectivement par leurs chances moyennes, il s'ensuit que 
cette conclusion coïncide avec la propositibn du n* 53 , qui se trouve 
ainsi démontrée dans toqte sa généralité. 

' Ainsi, dans un très grand nombre fe d'épreuves, il y aura toujours 
une probabilité très approchante de la certitude, que la valeur moyenne 

de A différera très peu de la quantité k : la différence - — A: diminuera 
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ndëfinimeni à mesure que (t augmentera de plus en plus, et sqrait tout- 
à-fait nulle si ce nombre devenait iqfini. 

Si Ton construit une courbé plane dont z ^fju soient les coor- 
donnéescourantes, elle représentera la loi de probabilité des yaleunde A 
dans la n'^' épreuve , en ce sens que l'élément fjuh de Taire de cette 
courbe sera la probabilité infiniment petite de Ja yalfur de A exprimée 
par l'abscisse z. La courbe dont les Goord#nnées courantes sont z 

et - 2/I2 représentera de même la loi de probabilité moyenne des 

valeiîTS de A^ relative à la série des fx épreuves; l'intégrale F f^^ 

étant Tunité ^ Taire totale de cette courbe ^ depuis z ss a jusqu'à z == 6, 
sera aussi Tunité; et si Ton appelle t^ Tabcisse de son centre de gra- 
vité , on aura 

en sorte que cette abscisse est la quantité k vers laquelle converge , 
dans tous les cas , la moyenne des valeurs de A. Cette quantité sera 
zéro toutes les fois que par la nature de kr cbose A, ses valeurs 
égales et de signes contraires seront également probables dans chaque 
épreuve, c'est-à-dire lorsque Ton aura/| (— - z\:=ijlz, pour toutes 
les valeurs de n et de s. 

La constante h devra être une quantité positive, pour que les li- 

mites de ~ soient réelles. C'est aussi ce que Ton peut ÊMslement véri- 

fier. En eiet , d'après ce que A. représente , et parce que jfjifdzf = i j 
on peut écrire 

2K^ f\^f.zdz.f'f^'d7! ^ f'zfjdz.fyj^dU, 
ou, ce qui est la même cbose, * 

OU bien encore 
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ce qui donne ^ en ajoutant ces deux dernières équations , 



4*. = fj^ {z - z')%zf.z'dzdsi . 



Or, cette valeur de 4^« est évidemment positive , et ne peut pas non 
plus être nulle , puisque tous les éléments de Tintégrale double sont 
positifs ; par conséquent , il en sera de même à l'égard de la somme Z^. 
e1 de h. 

Le cas le plus simple est celui d une égale probabilité de toutes 
les valeurs possibles de A, pendant toute la série des épreuves. Quel 
que soit n, on aura alors 

aGn que cette valeur constante de^i^z satisfasse à la condition i f^zdss=i\ ; 
et il en résultera 

Les limites de - dont la probabilité est P, seront , en conséquence , 

et se réduiront à sp -T^t lorsqu'on aura a 5= — - &. En prenant, par 

exemple (n* 8^), 

u ss 0,4765, 

il sera également probable que la moyenne - se trouvera comprise 
en dedans ou en dehors des limites (0,389) "7=- 9 ^^ ^^ ^'^° a fi =600 , 
il y aura un contre un & parier que - ne s'écartera pas de zéro , d'une 

quantité plus grande que la fraction ^^^ — de 6, i très peu près égale 

à (o,Of6)&. 

35 




I 
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Ce cas est celui d'un point M qui doit tomber à chaque épreuve sur 
une droite dont la longueur est 2b , et où Ton suppose toutes les po- 
sitions de M sur cette droite également probables : P est alors la pro- 
babilité que dans un très grand nombre /t d'épreuves, la distance 

moyenne de M au milieu de cette droite n'excédera pas la fraction 

ai* 
77^ de sa demi-longueur 6. Si M devait tomber à chaque épreuve 

sur la surface d*un cercle du rayon b, et que Ton supposât également 
probables tontes les distances égales du point M à son centre, il est 
évident que la ^TobBbiliiéfjulz d'une distance z serait proportionoelle 
à z; en la supposant constante pendant les épreuves , et observant que 
toutes les distances possibles seraient comprises entre zéro et bf il fau- 
drait prendre yis = ^ pour satisfaire à la condition J f^zdz = i ; de 
cette manière, on aurait 

et P serait la probabilité que dans le nombre ft d'épreuves, la moyenne 

des distances du point M au centre serait comprise entre les limites 

afr ub 

(io5). Quoique nous ayons supposé (n* 97) la chose A susceptible de 
toutes les valeurs comprises entre les limites a et 6, mais inégalement 
probables, les formules que nous avons obtenues n'en sont pas moins 
applicables au cas où le nombre de valeurs possibles de A est limité; 
et pour cela, il suffira de considérer comme des fonctions disconti- 
nues , les fouclionsy] s, ^ ,^ , etc. , qui expriment les lois de pro- 
babilité des valeurs de À dans les fi épreuves successives. 

Soient, en effet, c., c«, c^,.. . c,, un nombre f de valeurs de s 
comprises entre a et 6; supposons que la fonction y^s soit nulle 
pour toutes les valeurs de z qui ne sont pas infiniment peu différentes 
de Tune de ces quantités c., c^, Ct,. • • c,; en désignant par / on in- 
finiment petit, supposons aussi quon ait 

KHf-'^^y^ fllllf-^'-^y T,llU''^=>^'' 
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de cette manière , A oe sera susceptible que des v valeurs donuées c^ , 
r., C31. . • c,y dont les probabilités respectives seront 7m %» ><>••>, 
à la n'*** épreuve , et pourront varier d'une épreuve à une autre, c'est- 
à-dire avec le nombre n. Mais Tune de ces valeurs devant avoir lieu 
certainement à la n'*"' épreuve , il faudra que Ton ait 

7i + >• + >s +• • • + >- = ^ » 

pour toutes les valeurs de n^ depuis n = 1 jusqu'à nzs/A. Cette somme 
des quantités y^f % , 73 , etc. , sera d'ailleurs la valeur de l'intégrale 

I JmZdz, et cette équation remplace laconditionA fj^^s, i. 

Pour un indice quelconque 1 , on a identiquement 

fz^f^zdz = Ci^ff^zdz + 2^1/(2 — Ci)f^zdz +f(z — CiYJ^zdz. 

Si l'on prend ces intégrales entre les limites C|=p ^, celles qui renfer- 
ment le facteur z -«— C| sous le signe /s'évanouiront, puisque entre ces 
limites, ce facteur est infiniment petit, et les autres auront y^ pour va- 
leur. On aura donc 

d'où l'on conclut 

J ^ zf^zdz = J..C, -I- y^c^ -f. y^^ +•• •+ >,c,, 
j^^z%7dz^ >.c,*-f- 7.C/4- >3^*fH-...+ >,c*,; 

au moyen de quoi les quantités désignées par k et h dans le n^ lOi, de- 
viendront 

55.. 
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les sommes 2 s'étendant au nombre /a des épreuves. Par conséquent ^ 
la formule (i3) exprimera la probabilité que la somme s des valeurs 
de A, dans cette série d'épreuves, sera comprise entre les limites 

/ik::^2ul//ih, dans lesquelles on mettra pour Âr et A les valeurs que 
l'on vient d'écrire , et qui seront faciles à calculer, quand les p valeurs 
possibles de A et leurs probabilités respectives seront données pour 
chaque épreuve. 
Si ces probabilités sont constantes et, de plus^ égales entre elles; 

leur valeur commune sera -, et Ton aura simplement 

Supposons j par exemple , que les valeurs possibles de A soient les six 
numéros marqués sur les faces d'un dé ordinaire, que Ton projette 
successivement un très grand nombre de fois représenté par fi ; abstrac- 
tion faite de la petite inégalité qui peut exister entre les chances de 
ces six faces , on aura 

v = 6, c, s=i, c.î=a, ^3 = 3i ^4 = 4» ^5 = 5, ^6=6; 

d'où il résultera 

en sorte que la formule (i3) exprimera la probabilité que la somme s 
des numéros qu'on amènera dans les fi épreuves successives, sera com- 
prise entre les limites 

En prenant c<=s 0,476$ et fi = 100, il sera également probable que 
dans 100 épreuves, la somme s sera comprise ea dedans ou en de- 
hors des limites 35o q= 1 1 ,5. 
(104). Maintenant considérons, comme dans le n* 5a, un événement E 
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d'aue naturequelconque, dont larrivée puisse être due à un nombre v de 
causes distÎDCles, quî s'excluent mutuellement et qui sont les seules 
passibles» AppeloQSCes causes C, , G», Cj, . . .G, ; soient Cj la chance que 
la cause Q donnera à l'arrivée de E^ quand ce sera cette cause qui inter- 
viendra^ et ^j la probabilité de son intervention. La chance de E pourra 
varier^ en conséquence, d'une épreuve à une autre : ce sera une chose 
susceptible de v valeurs différentes, c., c., c^, • • . c^f dont les pro- 
babilités respectives seront >,9 >«« >3> ••• >fi et demeureront les 
mêmes tant que les causes C|, G,, G31 • • . G,, ne changeront pas. En 
prenant donc cette chance pour A , il y aura la probabilité P^ donnée 
par la formule (i3), que sa valeur moyenne, dans un très grand nora- 



aul/ï 



bre ft d'épreuves, sera comprise entre les limites â q= — ~-, où l'on 

mettra pour k et h, leurs premières valeurs du numéro précédent, ap- 
pliquéesaucasoùlesquantitésc,, c^tCs^etc, ^i,^g, >sretc., demeurent 
constantes pendant les épreuves; cequi changera ces valeurs en celles-ci : 

et les rend, comme on voit, indépendantes du nombre fi, quels que 
soient d'ailleurs le nombre et l'inégalité des quantités qu'elles renfer- 
ment. Et comme on peut donner à u une valeur peu considérable, 
qui rende la probabilité P très approchante de la certitude, il s'ensuit 
que la moyenne des chances de E qui auront lieu pendant la série 
d'épreuves, différera probablement très peu de la somme des v pro- 
duits >,c,, 7ftC., etc., dont elle s'approchera indéfiniment à mesure 
que le nombre i^ augmentera encore d'avantage; ce qui est la seconde 
des deux propositions générales du n* 5a, qui nous restait à démon- 
trer. 

Dans deux séries composées de très grands nombres /x et fi d'épreuves, 
si Ton représente par m et m' les nombres de fois que l'événement E ar- 



m . m 



rivera, les rapports — et -r s'écarteiH)nt probablement fort peu (n*96) 

des chances moyennes de E dans c^ deux séries; il est donc aussi 
très probable qu'ils différeront très peu de la valeur précédente de k, 
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et^ par coDséqueat, TandeTautre^ puisque cette valeur de k sera com^ 
raune aux deux séries d'épreuves , si , toutes les causes C. ^ C., C3 , etc., 
n'ont pas changé dans l'intervalle. Mais quelle sera la probabilité d'une 



m . m 



petite différence donnée entre ces rapports — et ~r ? C'est une question 

importante dont nous nous occuperons dans un des numéros sui- 
vants. 

(io5). Dans la plupart des questions auxquelles la formule (i5) est 
applicable y la loi de probabilité des valeurs de A est inconnue , et, 
par conséquent , les quantités A: et A , contenues dans les limites de 
la valeur moyenne de A, ne peuvent se déterminer à priori* Mais au 
moyen des valeurs de A observées dans une longue série d'épreuves, 
on pourra éliminer les inconnues que renfermeraient les limites de 
sa valeur moyenne , dans d'autres séries également composées d*un 
grand nombre d'épreuves , et pour lesquelles les diverses causes qui 
peuvent amener toutes les valeurs possibles de A, sont les mêmes 
que pour la série dont on aura employé les résultats, en entendant 
par de mêmes causes, celles qui donnent la même chance à chacune 
de ces valeurs , et qui ont elles-mêmes une égale probabilité. La sor 
lution complète de ce problème est l'objet des calculs suivants. 

Je fais c=z=6 dans la formule (12); il en résulte 

P=s i r e-«"sin (^fi kx)Y^'^ f ^^* sin ( 2€X — /ikx) -j 
-^ r^'e-s- cos (At*a?)6*^6+— ^ r**e-^*cos(aij:— Aefcr)9^€/e, 

pour la probabilité que la somme s des /x valeurs de A sera comprise 
entre zéro et hî. On en conclu t que la différentielle de P par rapport 
à €, savoir : 



exprimera la probabilité infiniment petite que s aura précisément at 
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pour valeur. Je fais aussi 

je désigne par ^md^ la valeur corrrespondante de -y- dt^ dans laquelle 
je néglige les quantités de Tordre de petitesse de-, ce qui permettra d'y 
réduire x aflbremier terme —r=. de sa valear en série fn* lo i): il vient 

et à cause de 

f «r-»* cos(avfl)rfB = i V^r e-*^, 

cette valeur de vds^ prendra la forme 

V désignant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires 
de i^, et qui nlnfluera pas, quel qu'il soit d'ailleurs, sur le résultat de 
nos calculs. Cette expression de mds^ sera donc la probabilité de la 
somme s égale à la valeur précédente de 2€, ou bien en divisant, par ;4, 
ce sera la probabilité de 1 équation 






- f 



dans laquelle 9 est une quantité positive ou négative , mais très petite 
par rapport à v/f^* 

J'appellerai maintenant C, , Cg, C». . . Q , toutes les causes, connues 
ou inconnues^ qui s'exduent mutuellement, et qui peuvent donner 
à A une des valeurs dont cette chose est susceptible : et je désignerai 
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P^^^^t^^tyys» •••>,> leurs probabilités respectives, dont la somme 

sera égale à Tunité , et dont chacane aurait une valeur infiniment pe- 
tite, si le nombre de ces causes possibles était infini. Les valeurs pos- 
sibles de A étant toutes celles qui sont comprises entre a et h^ et, con- 
séquemment, en nombre infini^ la chance de chacune d'elles, provenant 
de chacune de ces causes, sera infiniment petite. Je représenterai 
par Z|££s la chance que C| donnerait, si cette cause était certaine, i la 

valeur js de A. L'intégrale T zf^zdz, relative à la n'^' é0euve, sera 

donc une chose susceptible des v valeurs j zZ^dz^C ^jlz^,..j iL^^ 

dont les probabilités seront celles des causes correspondantes; en sorte 
que yi exprimera, à une épreuve quelconque, la chance de la valeur 

r 2Z|e/z. Par conséquent, la probabilité infiniment petite d'une valeur 

de la moyenne- 2/ zfjuhj se déterminera par la règle précédente, 

qui convient à la moyenne - des valeurs d'une chose quelconque, dans 
un très grand nombre )x d'épreuves : s sera alors la somme des fi va-» 
leurs inconnues de j rfuzdz^ qui auront lieu dans cette série d'é- 
preuves, et les quantités qu'on devra prendre pour A: et A, se déter- 
mineront d'après les v valeurs possibles de cette intégrale , 

Of, en prenant ces y valeurs C zZ^dZf j zZ/h^.,. f zZ,^2, 

pour celles que l'on a désignées par c., c.,, • • c, , dans le n* io5 , 
et faisant , pour abréger, 

où la caractéristique S indique une somme qui s'étend à tous les in- 

dices i depuis/ = i jusqu'à f ss y , ce sont, d'après les formules de ce 
numéro , les quantités yetÇ, indépendantes de fi yqu'il faudra prendre 
pour k et h. Si donc on désigne par ^, une quantité positive on né-r 
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gative, très petite par rapport k \//a; que Y, soit un polynôme qui ne 
contienne que des puissances impaires de 9,i et que l'on fasse 



. * 



■'A=i^(.-^i^V,).-Vv, 



cet infiniment petit ^^9^ sera la probabilité de l'équation 
En considérant de même la quantité 



\[lz%2dz -"^{fl^JMz)', 



comme une chose susceptible des v valeurs correspondanles aux causes 
C| y C« , . • • C, , et dont les probabilités , à chaque épreuve , seront 
celles de ces canaes mêmes; désignant par 9^^ une quantité positive ou 

négative 9 telle que le rapport —^ soit une très petite fraction, et par 

V^^ un polynôme qui ne contienne que des puissances impaires de % ; 
faisant ensuite 

et, pour abréger, 

et = l s>./ Vz^fe- 1 s>. {fl^\ 

cette expression de ^ffi^ sera la probabilité que la moyenne des it va- 
leurs de la quantité dont il s'agit , savoir : 

ne différera de « qac d'une quantité déterminée, de Tordra de peti- 

56 



lesse de -^ , et qu'il non^ sera inutile de coqnaltre. ETailIears cette 

moyenne n'est autre chose que la quantité A du n' loi ; si donc on né* 
glige les quantités de Tordre de -, il suffira de mettre a au lieu de hj 

dans le second terme de la valeur précédente de - , qui est déjà de For- 

dre de —rr : de cette manière, on aura 

i 



— 9 



et la probabilité de cette équation serait encore ^dv, si la valeur de h 
que Ton a employée était certaine. Mais cette valeur n ayant qu'une 
probabilité ^ifi%t dépendante de la variable Vf^ qui n'entre pas dans 

la valeur de-, il s'ensuit que la probabilité de celle^^ci auca pour ex** 

pressieip». comi^làte.) leproduil ds: mé^ et de la soainse des valeuvs 
de ^f/i^,^ 9 correspondantes à toutes celles que FjOii peut donner à 9^. 

Or , quoique ces valeurs doivent êtreti^ès petites par rapport à V^ft , on 
pourra néanmoins , k raison de l'exponentielte (r- ^^^ facteur dfe ^^fi^f 
étendre l'intégrale de ^ffls^^ sans l'altérer sensiblement , depuis 
(^«B — 00 jusqu'à p^^ = 00 j la partie dépendante de V^ disparaîtra 
comme étant composée d'éléments, deux à deux égaux et de signes 

contraires; et l'on aura simplement / ^jis^^^sz i. Par eooséfuent^ 

la probabilité de l'équation précédente sera toujours mds^, comme si 
la valeur approchée de h dont on a fait usage ^ eût été certaine. 

On peut aussi remarquer que la moyenne - Z / zfjuiz n'est autre 

que la quantité ^ du n^ loi ; l'expression de4fjdi^^ est donc la probabi*» 
lité que la valeur de cette quantité sera 



2V 
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doBc «n «tibstrioâiit cette yaleur dans ceUe de -. ce qui donne 









la probabilité de cette dernière équation ^ pour cbaque couple de va- 
leurs de p et (^^^ sera le produit de €itd9 et mridv,f que je représenterai 
par 0* , de sorte qu'on ait 

en négligeant le tettiie qui aurait \l pour diviseur. 

Désignons par fi une variable positive ou n^ative, très petite, 

comme p et f^^, par rapport à \/fl; on^poonra fiûre 

• 
et si Ton veut remplacer ^^ par cette nouvelle variable, dans la formule 
différentielle précédente , il y faudra mettre , an lien de v, et dv^ , les 
valeurs 

ce qui la changera en ceOe-ci 

*\ VI* ^ Vê ' 

dans laquelle T «stan poljmomejinnreDaot de Y «t V^, etdwil diaqae 
tem^ contient nne puannoe impaire de p on de 0. L'éqoation 

I 

z = >-f--T7= — » ('4) 

ne tenUfrmMmt pins que la TariaUe , il s'ensuit que sa prdMbifité 

56.. 
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totale sera la somme des valeurs de a , relative à tontes les valems 
positives ou négatives que Ton peut donner à l'autre variable if. De 

plus y k raison de l'exponentielle que renferme l'expression de o' , il 
sera permis d'étendre cette intégrale , sans en altérer sensiblement la 
valeur 9 depuis (^ = -— oo jusqu'à p = oo . Alors, en faisant 

■ 

yy^TT^ tV»^t dt^v^rç ï __ jH 

et désignant par T', ce que T deviendra en fonction de et 0^ , nous 
aurons 

les limites de Tintégrale relative à la nouvelle variable G, seront encore 
=k 00 ; en repr^ntant donc par i/\d6 sa valeur infiniment petite , il en 
résultera 

pour la probabilité de l'équation (i4); ® étant un polynôme qui ne 
contient que des puissances impaires de fi. 

Il s'agira actuellement d'éliminer l'inconnue a + € de cette équa- 
tion (i4); ce qui sera possible, comme on va le voir, parce que l'ex- 
pression de a + f se réduit à 

et ae trouve indépendante de la somme ^i( f zZ^zY, qui était con- 
tenue dans cbacune des quantités et et b. 

(]o6). En appliquant à - y z%zdz le même raisonnement qu'à 
cette qualité diminuée, comnie dans le numéro précédent, de 
- r/^ç/iizdzj, et désignant par i ç sa valeur moyenne, de sprte 
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qu'on ait 

il y aura la probabilité Wg/tv^^que - S^i / z^Zdz ne différera de p, que 
d'une quantité déterminée et de Tordre de petitesse de —^ Déplus, en 

négligeant toujours les termes qui ont - pour diviseur , on verra aussi, 
comme dans ce numéro , qu'il sera permis d'employer, dans l'équa- 
tion (i4)f - 9 au lien de cette partie- Syt f z^Z^dz de la valeur précé- 

dente de a -|" ^ 9 sans rien changer à la probabilité «dO de cette équa* 
tion. L'autre partie de la valeur de « -f* ^ étant exactement la 
quantité ^ ^*, on aura donc 

au moyen de quoi l'équation (14) deviendra d'abord 

Cela posé, soitZune fonction donnée de z. L'analjsedes n**97 et loi, 
et par suite, l'expression de <o*ift^ du numéro précédent, s'étendront sans 
difficulté à la somme des valeurs de Z qui auront lieu dans les /a 
épreuves que nous considérons. 11 suffira de prendre au lieu de A , 
une autre chose A^ dont les valeurs soient celleade cette fonction Z. La 
probabilité infiniment petite d'une valeur quelconque de A^ sera la 
même que celle de la valeur correspondante de z, et s'exprimera, en 
conséquence, ^tfjulz à la n'*' épreuve; et si l'on désigne par k^^ h^, 
g^^ etc., ce que deviennent relativement 11 A^, les quantités A, A, 
gp etc., du n* ici , qui se rapportent à A, on aura 

lik,^:LpZfMz, FA,= 2[//Z'/.«fe~(/^'z/5;«fe)'],etc. 
Donc, en appelant s,^ la somme des /a valeurs de A^ qui auront lieu 



,«:»«î!>.{k:i>: 
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dans la série d'ëprenTes, rinfiaimeot petit ^mdv sera la probabiliité 
l'on aura prédséiiieiit 



^ 



l/i • 



Mainteoant, si nous fidsons Z =;= z*, nous aarons 

an degré d'approximation où nons nons arrêtons^ oo pourra donc 

prendre ^ pour la valeur^e^^, dans TeiqMreasion preoédentede -; et i'oa 

s'assurera ^ comme dans le numéro précédent , que la probabilité de 
cette expression ne changera pas; en sorte que vM sera toujours la 
probabilité infiniment petite de Téquation 



9 .8 /âT _ 

? = > + 17= V/tt - =^-' 



ou de celle-ci » 



s 6 /%s^ us* 

qui se déduit «de la rpséoédente» en négligeant tongomv les quaailîlés de 
l'ordre de petitesse de -. ' 

Je représente par A« la valeur de A qui a eu ou qui aura lîea 1 la 
71^"' épreuve.; et je fris, pourahr^rt 

i SA. as A., ; SCà. - Kf ^ i/*- 

On aura identiquement 

''«i2X%. - = -2A., '^— ll = i2^A.-A)*; 
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aa aM»7«n de <|oo») r«q«âtion précédente deviendra 



Or , on ooDclnt dtf là que si l^oa désigne par ii une quantité positiTe et 
donnée , l'intégrale de la probabilité fui& de cette équation , prise de^ 
pmsâsstf jusqn'k Os=3«^«y exprimera la probabilité que la valeur 

de - tombera entre les limites 

■ ■ ■■ >^ri 

\ 

En appelant T cette dernière probabilité, et ayant égard à l'expresaion 
de ^JUj on aura 

et comme est un polynôme qui ne contient que des puissances im- 
paires de 6 , la seconde intégrale sera nulle , et Ton aura simplement 

résultat qui coïncide avec la probabilité P donnée par* la for* 
mule (i^. 

Ainsi 9 cette fommle exprime la probabilité que les limites zp -yz, 

qui ne renferment plus rien d'inconnu après les épreuves^ comprendront 

la différence entie la moyenne - des valeurs de A et la quantité spéciale 

y, dont cette moyenne approche indéfiniment » et qu'elle atteindrait 
si fA devenait infini , sans que les causes CcC^^Q, •••€,, des valeurs 
possibles de A changeassent jamais. 

(107). Supposons actuellement que Ton fiisse deux séries d'un 
grand nombre d'épreuves, qui sera représenté par fi dans l'ope de ces 
séries et par ftf dans l'autre. Soient s et y les sommes des valeurs de A 



-• 



D^M;i:M;fi<;K 
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dans ces deux séries; soient aussi X. et \'^ les Talears de A qui auront 
ou qui ont eu lieu à la n"^' épreuve ; et' faisons 

Isa. = A. ?2 (A. - A)» = i^, 

^, 2A'.«= X', ; 2 (A'. ~ A')* = \ir'; 

les sommes 2 s étendant à toutes les épreuves de chaque série , c'est- 
à-dire, les deux premières depuis nss i jusqu'à nsssfip et les deux der* 
nieKs depuis n=i jusqu'à n=:/À!. Si les causes C. ^ Q ^ C3 , . • . C, , ne 
changent pas d'une série d'épreuves à l'autre , la quantité y du n* io5 
ne changera pas non plus ; en d&ignant alors par 6 et h' des variables 

positives ou négatives , mais très petites par rapport à \^ et s/pt'j les 
équations relatives aux valeurs moyennes de A dans ces deux séries , 
seront 

et leurs probabilités respectives ifciB et )iW auront pour ^Lpres*- 
sions 

9 et 0' étant des polynômes qui ne contiennent que des puissances 
impaires de 6 et 6'. De plus , si les séries se composent d'épreuves diffé- 



« . 9 



rentes, on pourra considérer ces valeurs de - et -7 comme des évé- 

nements indépendants l'un de l'autre j et par la règle du u^ 5, la pro- 
babilité de leur arrivée simultanée sera le produit de n^ et y{dSi. Ce 
sera aossi la probabilité d'une combinaison quelconque des deux 
équations (i5)^ et, par exemple, de l'équation que l'on obtient en les 
retranchant l'une de l'autre , savoir : 

Ainsi, enlMésignant par 4 le produit r^idM^y et négligeant le terme 
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qui annit VÂV^' povr divitenr , nous aurons 



4eVi— -4-0— 4^0'V "••-*"<«<*» 

pour la probabilité de Fécpiation précédente, relatiTement à chaque 
couple de valeurs de et O'. 
Pour suivre ici, la même marche que dans le n*" io5, je fais 



V7' VJ^ Vf? ' 

ce qui change cette équation en celle-ci : 



7 ? ™ Vf? 

Je remplace G dans >[^, par la nouvelle variable < ; et pour cela , 
je &is 

d'où il résulte 



n étant un polynôme dont chaque terme renferme une puissance im- 

paire de t ou de 6. La valeur de - — -7 ne renfiermant plus que la 

variable t , sa probabilité sera l'intégrale de 4 étendue à toutes les va^ 
leurs que Ton pourra donner à Fautre variable ; et à cause de l'expor 
nentielle contenue dans 4» ^^^ intégrale pourra s'étendre, sans en 
altérer sensiblement la valeur, depuis 6 = — oo jusqu'à 0=s 00. En fai- 
sant alors, 
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l/n:u ;(w;i>c 



et désignant par n' oe qoe H denendra , noos aaions 



. 4 = i(i-ir)e-'^-'-dfe'iô^ 

les limites de Tiiitëgrale xelativeà if seront encore ^ s= =F^ S ^^^ ^^^ 
repr&ente par }^dt la probabilité infiniment petite de la yatenr précé- 
dente de -7 — -> on anra 

T étant un polynôme qui ne contient que des puissances impaires de i. 
Enfin, si nous représentons par u une quantité positive et donnée, et 

par A la probabilité que cette difierence -7 — - - tombera entre les li« 

mites 



nous aurons 



\/wJo ^ 



ce qui coïncide avec la valeur de P donnée par la formule (i5). Par 
conséquent, cette quantité P est la probabilité que la différence entre 
les valeurs moyennes de A dans deux longues séries d'épreuves, tom- 
bera entre ces limites qui ne contiennent rien d^inconnu. 

Après avoir pris pour u une valeur suffisante pour rendre cdle de P 
très peu différente de Tunitéi si Tobservation donne pour cette diffi^ 

renée -7*—-, une quantité qui tombe en dehors des limites précé- 

dentés, on sera fondé à en conclure que les causes C. , Q, Ct, • • • C, , 
des valeurs possibles de A, ne sont pas restées les mêmes dans Tinter- 
valle des deux séries d épreuves, c'est-à-dire qu'il sera survenu quelque 
changement, soit dans les probabilités >,, 7., >«, • • •>? y de ces causes, 
soit dans les chances qu'elles donnent aux différentes valeurs de A. 
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D'après oe qn'on a m dans le namëro prëoëdent , diaeime des^quan- 
tités / et l' devra différer très probablement fort peu d'une même quan- 
tité 2 v/o+^f inoonnne et la même dans les deux séries d'épreuves ; il 
est donc aussi très probable que les quantités / et f différeront très peu 
l'une de l'autre ; et sans changer sensiblement , ni la grandeur des li« 
mites précédentes, ni leur probabilité , on y pourra faire r=zL Dans 
une série d'épreuves futures y il y aura donc la probabilité P , donnée 

par la formule (i5), que la moyenne -7 des valeurs de A , tombera en- 



tre les limites 

qui ne dépendent, pour chaque valeur donnée de u, que des résultats 
de la première série d'épreuves déjà faites. 

Pour une même valeur de «, c'est-à-dire à égal degré de proba- 
bilité , on voit que l'ami^itude de ces limites est plus grande que celle 

des limites de la différence y — ' , dans le rapport de \/;»+;a' à\/fi^ 

et que ces deux amplitudes coïncident à très peu près, lorsque /u' est 
un très grand nombre par rapport au très grand nombre /x. 

(i 08) .Si les deux séries de /x et ^ épreuves ont pour objet la mesure d'une 
même chose, et sont faites avec des instruments différents, pour chacun 
desquels les erreurs égales et contraires soient également probables; les 

valeurs moyennes - et -r, r&ultantes de ces deux séries, couver* 

geront indéfiniment vers une même quantité qui sera la véritable va- 
leur de A (n* 60J. Dans ce cas, l'inconnue y sera donc la même pour 

les deux séries d'observations^ et les moyennes - et 4 différeront très 

probablement fort peu l'une de l'autre; mais, pour ces deux séries, 
rinconnue « + C pourra être très différente ; ce qui rendra très iné- 
gales les quantités l et V. Les valeurs de ces quantités étant connues , 
on peut demander quelle est la manière la plus avantageuse de com* 

biner les moyennes - et -7 , pour en déduire les limites de >, on de 

la véritable valeur de A. 

37.. 
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Pour trouver cette combinaison^ je désigne par g eig' des quantités 
indéterminées dont la somme soit l'unité, et j'ajoute les équations (i5), 
après avoir multiplié la jffemière par g et la «econde par ^^ ce qui 
donne 



équation dont la probabilité est ^ale à 4 , d'après ce qu'on a dit plus 
haut, pour tous les couples de valeurs de fl et (K. Or, par un calcul 
semblable à celui qu'on vient d'eflèctuer, on en conclura que la 
quantité P, donnée par la formule (i5), exprimera la probabilité que 
la valeur inconnue de y soit comprise entre les limites 

'^ "' ^ |/— r • 

Si donc on veut que pour une même probabilité P, c'est4-dire , pour 
chaque valeur donnée de u, l'amplitude de ces limites, soit la plus pe- 
tite qu'il est possible, il fendra déterminer g et g' en égalant à zéro la 
différentielle du coefficient de «, par rapport i ces quantités : à cause 
de g -I- g' s= I et ^' =5 — dfg, on en déduira 

et les limites les plus étroites de y seront celles-ci 

dont la formule (i3) exprimera toujonis la pn^bilité. 

On peut facilement généraliser ce rânltat, et l'étendre à un nombre 
quelconque de séries d'un grand nombre d'observations, faites avec 
des instruments différents pour mesurer une même chose A. Les trois 
quantités fi» s,l, rqwndant à h première série, si l'on dœigne les 
quantités analogues par ^', s% /', dans la seconde série? parfi\s", /», 
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dans la troisième; etc.; et si l'on fait, d'abord 



^_J / L ^* 



et ensuite 

la formule (i5) exprimera la probabilité que la valeur inconnue de A 
est comprise entre les limites 

résultantes de la combinaison la plus avantageuse des observations. 
Et comme on [Ikurra rendre cette formule (i5) très peu différente de 
l'unité, en prenant pour ii un nombre peu considérable^ il s'ensuit 
que la valeur de A différera très probablement fort peu de la somme 

des moyennes -,-> , Ay etc., multipliées respectivement parles quan- 
tités q, q% q', etc. Le résultat de chaque série d'observations influera 
d'autant plus sur cette valeur approchée de A et sur l'ampli- 

* ' o 

tude q=g de ses limites, que celui des quotients j^, y^7 ^> ^^^9 V^^ 

se rapporte k cette série, aura une plus grande valeur. 

Lorsque toutes les séries d'observations auront été faites avec un 
même instrument , on pourra les considérer comme une seule série , 
composée d'un nombre d'observations égal à ft+Z^' + /*''+ etc. Ainsi 
qu'on l'a dit plus haut, les quantités /, F, t', etc., seront à très peu près 
et très probablement égales; en étendant les sommes 2 à la série to- 
tale, ou depuis n =£ i jusqu'à n ss/u + ft' 4- /4' 4- etc., et faisant 

on pourra {Mrendre /, pour la valeur commune de /, t, Fj etc. ; au 
moyen de quoi les limites précédentes de l'inconnue y, et dont la 



3g4 RECHERCHES 

formule (i5) exprime la pvobabilité, 



f -4- / 4- j* 4- etc. »^i 

ft + /*' + /*' + etc. ^ ï/^H-^'+^'-Hte- » 

ce qui coïncide avec le résultat du n"" io6, relatif à une seule série 
d'épreuves. 

(log). La question indiquée à la fin du n"* 104 se résoudra par des 
considérations semblables à celles dont on vient de faire usage. 

Soit 771 le nombre de fois que l'événement E, de nature quelconque, 
arrivera dans un très grand nombre fjt, d'épreuves. La chance de E va* 
riant d'une épreuve à une autre, soit p^ celle qui aura lieu à la n""' 
épreuve. Faisons 

ê ^ 
désignons par p une quantité positive ou négative , mais très petite 

par rapport à \/fii et représentons par U la probabilité de l'équation 

- = /'-p7^ V^P - a?. 

En négligeant, pour simplifier les calculs, le second terme delà for- 
mule (2) ; ayant égard à ce que représente la quantité k qu'elle ren- 
ferme ; et y mettant if au lieu de 6, on aura 

Comme dans le nMo4, appelons C,, C», . • • C, , toutes les causes 
possibles de l'événement E , qui peuvent être en nombre fini ou in- 
fini; ^1 >%,..•>,, leurs probabilités respectives; c,, c«, • . . c, , les 
chances qu'elles donnent à l'arrivée de E. En considérant /?. comme 
une chose susceptible de ces p valeurs 0,^0^, -••c^f dont^,, >•,...>», 
sont les probabilités ; faisant 

yiCt + >A +•...+ y^c^ s=B r, 

>A*+ >.C/+ •...-+- >tC/=3î f} 
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et dësignant par 9^ une variable positive ou négative , très petite par 

rapport à vV» ^ probabilité infiniment petite que Ton aura précisé- 
ment 






sera la quantité «//t^/ du n* loS, ou simplement -— . e ""^^ £&^, en 

n^ligeatit le second terme de son expression. Si Ton désigne encore 
par 9f^ une variable très petite par rapport à vV^ il y aura aussi la proba- 
bilité Vf /dp,, de ce même numéro, ou simplement-^ e ^ ^J" dif,^, que la 

quantité /^ —- 9 ne difiérera de r— p que d'une quantité déterminée, 
proportionnelle à v^^, et de Tordre de petitesse de -^; et Ton verra 

de plus qu'en négligeant les quantités de Tordre de -, on pourra, sans 

altérer la probabilité U de 9 valeur précédente de — , mettre r— p au 
lieu de /? — 9^ ce qui changera cette valeur en celle-ci 

-=, — j^ 

D uUenrSy si 1 on tait 

il fiiudra , pour que m soit un nombre entier , ne prendre pour t^ que 
des multiples positifs ou négatifs de J'y qui devront, en outre, être très 
petits par rapport à ft. 

Cela posé, j'ajoute les valeurs précédentes de /? et — ; ce qui donne 



équation dont la probabilité, pour cbaque couple de valeurs de (^ et fr^ , 
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sera le produit de U et de -ijr er^'^d^^ que je représenterai par < et 

qui aura pour valeur 



eu mettant r — p au lieu dep — q dans Texpression de U. Je fai 



il en résulte 



. = i\/7^+'\/7^' ^.^/r^*.- 



d'où l'on tire 






^ m 4l/2m(^— m) 



•■* a» 



en négligeant les termes de l'ordre de petitesse de -. On aura, en 
même temps, . 



[«.« (r--r«)-f flPO|/(r^r«) (r - ;) - hfl»(r-r»)] 

^i8 . /r — r» TZT; ^ 



m /Tz: 



en ayant égard à ce que i" représente. Mais l'expression de r ne ren- 
fermant pas f', sa probabilité en est aussi indépendante; elle est égale 
à la somme des valeurs de € correspondantes à tontes celles que Ton peut 
donner à (^^ et qui doivent croître par des différences ^ales à «T, dont 
p est un multiple ; à cause de la petitesse de J^ , on obtiendra une va«- 
leur approchée de cette somme en mettant dv au lieu de <r dans e, et 
remplaçant la somme par nne intégrale : cette valeur sera exacte aux 

quantités près de l'ordre de «T ou de ^. Quoique la variable (^ doive 

Vf* _ 
être une très petite quantité par rapport à vV, on pourra, à raison 

de l'exponentielle contenue dans €, étendre l'intégrale , sans en altérer 

sensiblement la valeur, depuis (^ ss — ao jusqu'à i^ssoo. Mon, si 
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l'on foit 

les limites de Fintégrale relative à 6, seront aussi =fc: qd ; et en désignant 
par Çcffl la probabilité infiniment petite de l'expression de r, on aura 

fdfl = îî? e-«' r e-«/ d9, = -i= e-«- ^9. 

Donc II étant nne quantité positive et donnée , la probabilité que la 
valeur inconnue de r tombera entre les limites 



m II i/am (^ — m) 



'•^ ^1/ 



I 



coïncidera avec la quantité P donnée par la formule (i3), puisque 
cette probabilité sera 

/:.?««= if;/;--* 

Ainsi y P est la probabilité que la quantité spéciale r dont s'approche 



m 



indéfiniment le rapport —, à mesure que le grand nombre fx aug- 

mente encore davantage i ne diffère de ce rapport que d'une quantité 
comprise en les limites 

qui ne contiennent rien d'inconnu. 

Dans une seconde série composée d'un très grand nombre ^ d'é- 
preuves, soit m' le nombre de fois que l'événement E arrivera. En 
désignant par ^ une variable positive ou négative, mais très petite 

par rapport V x/ft', la probabilité infiniment petite de l'équation 



^ fi VU 
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sera — x e-^' dff ; celle de l'équation 

que l'oQ obtient en retranchant cette valeur de r, de la précédente^ sera 
donc le produit de — = e-*'* é^ et de —p. c-** d8 pour tous les couples 

de valeurs de 6 et a; et si l'on fait d'abord 



^_ j/fcW (/ — mp + /'m (/» — m) ^ 



et ensuite 

^V^^m'^'— m) ^l//«fi'(y— m') ' 

c'est-à-dir«| si Ton remplace d'abord la variable 6' par t sans changer 9, 
et ensuite 6 par ^^sadâ changer t^ cette probabilité de Téquation pré- 

eédeûtd détiendra 

Cette équation devenant, en même temps , 

j. m m ■■■■■ ft l ir i » Il WU 11 | i*aÉÉIÉ**f 

m' m r y^iA^m* (/~ m') 4- a^'^m (^ -::- m) 



-> 



«t n« conteiianl pins que la variable i, sa probabîlUe totale HBVA Vin^ 

^ e relative à ^ de cette expresBÎOû difiërenlIeUé; intégrale que 

Ton pourra étendre, sans en altérer sensiblement la valeur, depuis 

t'ss— 00 jusqu'à ^^ de ô5 ^ ce qui donnera -4^ e-** ^ft ; d'où Ton 
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conclura enfio que -7^ / " «"" dt^ ou la quantité P donnée par la 



formule (i3), exprimera la probabilité que la différence -7 <•«- — est 
comprise entre les limites 



m/a^m^ (/ — m') + a ^^m (^ — m) 



dans lesquelles u sera une quantité positive et donnée, et qui ne 
contiennent que des nombres connus. 

Ces limites coïncident avec celles que nous avons trouvées dans le 
n* S7, d'une manière beaucoup plus simple, mais pour le cas seu- 
lement où la cbance de Tévénement E est constante et la même dans 
les deux séries d'épreuves. Toutefois la formule (24) ^^ ^ numéro 

contient un teniie de l'ordre de -7- ou --p^ p qui ne 3e trouve pas 

K/» Vf* 

dans la formule (i3); ce qui tient à ce que, dans le calcul que nous 
venons de faire , nous avons négligé le$ termes des pro^^ibilités que 
nous avons considérées, qui seraient de cet ordre de petitesse. 

(i lo). Je iie me propos^ pas de traiter, 4an9 oet ouvrage, les n<tfn«- 
breuses questions auxquelles on peut appliquer le3 toripules précé«- 
dentes, et dont les principales ont été indiquées dans le n** 60 et les 
suivants (^)* Je me bornerai à prendre pour exemple dp ces applica- 
tions • une question connue qui se rapporte aux orbites des planètes et 
des comètes. 

Dans les quantités qui ont été désignées précédemment par r et T 
(n* 99) , si nous faisons 

* = firf > = A^ff — ^# c — c = aga, c4-i = agC, 



{*) Je puis encore indiquer la probabilité du iir à la cible , que j'ai considérée 
dans un mémoire écrit avant cet ouvrage , et qui paraîtra dans le prochain no» 
méro du Mémorial de F artillerie. 
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nous auroDS 



-i-r=s=fc(fx-«)^qF(f*-i-«y 



^(p,^:^a.ycp^.^ll^^(l^-ardt etc., 

e^ (;*-. ,^ Ç)M =p ^-^^^-p- (/*-3-€)''=fc etc., 

OÙ l'on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur de chaque 
ternie, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance /a 
sera positive ou négative. Cela étant, en représentant dans ces deux 
formules, par S et T les sommes des termes qui devront être pris 
avec leurs signes supérieurs, et par S^ et T^ les sommes de ceux qu'on 
devra prendre avec leurs signes inférieurs , on aura donc 

mais quelle que soit la quantité J^, on a , d'après une formule connue 
et facile k vérifier. 



I • 2 



"" "'"Tlia""' (A'-5-«r)''+ etc. » 



«"-i 



si donc on (ait successivement cT ss « et J^ = C, on aura aussi 

S 4- S, = a**-' , T + T.^a"-';... 
d'où il résultera 
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ce qui changera la formnle (lo) en celle-*ci 



«% T —S 



1 .a. 3. ••/»* 



Or, en changeant les signes des quantités élevées à la puissance /a dans 
les termes de S^ et T^, ce qui lesi^ndra toutes positives, et exigera 
que Ton change aussi ou que Ton ne change pas les signes de ces 
termes, selon que le nombre (a sera impair ou pair; et en intervertis- 
sant ensuite Tordre de ces termes dont le nombre est fini , on verra 
aisément que cette expression de P deviendra 



formule qui coïncide avec celle que Laplace a trouvée (^)y d'une toute 
autre manière, pour le même objet. 

Elle exprimera la probabilité que , dans un nombre quelconque fA 
d'épreuves, la somme des valeurs d'une chose A sera comprise entre 
les quantités aag et 2Sgj en supposant que toutes les valeurs de A 
soient également possibles depuis zéro jusqu'à ag, et impossibles en 
dehors de ces limites. On y prolongera chacune des deux parties qui 
la composent jusqu'au terme où la quantité élevée à la puissance /4 
cessera d'être positive ; en sorte que si n repr^nte le plus grand 
nombre entier contenu dans 6 , la première partie de cette formule 
s'arrêtera au /t -f* ^'^^ terme ou auparavant, selon qu'on aura 
Ai> 13 ou fA ^ n; et il en sera de même k l'égard delà seconde partie, 
si n est le plus grand nombre entier contenu dans s. 

Cela posé, quelle que soit la cause qui a déterminé la formation des 
planètes, on suppose que toutes les inclinaisons possibles des plans de 
leurs orbites sur celui de l'écliptique, depuis zéro jusqu'à 90*, ont été 
également probables à l'origine , et Ton demande de déterminer la 



(*) Théorie anafyiique des probabiliîéi ,^%t 957. 
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probabilité que, dans cette bjpoUièBe, la somme des îiiclittai80îK& des 
dix planètes connues, et différentes de la Terre, a dû être comprise 
entre des limites données , par exemple, entre zéro et 90*. En prenant 
une inclinaison planétaire pour la chose A à laquelle répond la for- 
mule (16) y il faudra supposer Tintervalle 2^ des valeurs possibles 
de Â, égal à 90*, et faire, dans cette formule, «&=?:o, f = i, 
/< es 10, ce qui la réduira à 



p _ « 

i.2.3.4»5.6.7.8.9. jo* 

Cette fraction étant à peu près un quart de millionième , il s'ensuit 
qu'une somme d'inclinaisons moindre ^'nn angle droit, sarait tout-à- 
fait invraisemblable, et qu'on peut regarder comme hors de doute que 
cette somme aurait dû surpasser 90*". Or, au contraire , elle ne s'élève 
actuellement qu'à environ 8a*; et comme elle n'éprouve que de très 
petites variations périodiques, il en résulte que l'hypothèse d'une égale 
probabilité des inclinaisons de tous le^ degrés, à l'époque de la forma- 
tion des planètes , est inadmissible , et qu'il n'y a aueun doute que la 
cause <|«elooQqae de cette formation a dû rendre les plus petites rocli- 
naisons beaucoup plus prd!>ables que les autres. Les înelinaisons pla- 
aétaires sont considérées ici indépendamment de la direction du mou- 
fiaient des planètes, dans le sens ou en sens contraire du mouvement 
ée la Teiveautour du Soleil; si ces deux sens avaient été également proba- 
bles à l'origine, la probabilité que le mouvement des dix planètes 
différentes de la Terre aurait eu lieu dans le sens de son mouvement, se- 
rait la dixième puissance de | ; fraction au-dessous d^un millième, ce 
qui rend aussi fort peu probable l'égale chance des deux directions 
contraires, et montre que la cause inconnue de la fonnatton des pla- 
nètes a dû rendre fotî probable les directions de tous les mouvements 
planétaires dans un même sens. 

Si l'on prend pour A l'excentricité d'une orbite planétaire , et si Ton 
suppose qu'originairement toutes ses valeurs depuis zéro jusqu'à l'u- 
nité étaient également probables, on déterminera la probabilité que I0 
somme des excentricités des planètes connues devait être comprise, par 
exemple,entre zéro et ^, en foisant asso, C^spi ,a5, f^ie;^^ i, daJQS I4 for- 
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mule {i6), ce qui donne 



P=: 



i.a.3.4 5 6.7.8.9 10. Il Lv ^ / \ 9 y j 



Celte pi*obabiIité P étant au^essous de trois millionièmes, il est ex- 
trêmement probable^ au contraire, que la somme des 1 1 excentricités a 
dû surpasser 1 ,a5; mais cette somme, qui n'est soumise qu'à des variations 
périodiques de peu d'étendue, est maintenant un peu moindre que i , 1 5; 
l'hypothèse d'une égale probabilité de toutes les valeurs possibles de A 
est donc tout-4i-fait inadmissible; et il est hors de doute que la cause 
quelconque de la formation des planètes était telle qu'elle rendait 
beaucoup plus probables» les plus petites excentricités , de même que 
les plus petites inclinaisons. 

(m). Les comètes observées depuis l'an 2^0 de notre ère, et dont 
les astronomes ont calculé les éléments paraboliques aussi bien qu'il a 
été possible, sont aujourd'hui au nombre de i38, dont 71 directes et 
67 rétrogrades. Le peu de différence entre ces deux nombres 7 1 et 67 
montre déjà que la cause inconnue de la formation des comètes, ne 
rend pas plus probable leurs mouvements dans un sens que dans le 
sens opposé; la somme des inclinaisons des orbites de ces 1 38 comètes 
sur Técliptique s'élève à près de 675^^, c'est-à-dire qu'elle surpasse 
75 angles droits d'à peu près 2* ; pour savoir si elle devrait très peu 
différer de cette quantité, dans l'hypothèse d'une égale probabilité de 
toutes les inclinaisons possibles depuis zéro jusqu'à 90*, il faudrait 
donc prendre pour a et €, dans la formule (16), des nombres peu dif« 
férents de 76 en plus et en moins, ce qui rendrait le calcul numérique 
de cette formule tout-à-fait inexécutable; par conséquent, pour con- 
mdtre, dans cette même hypothèse , la probabilité P que la somme 
des inclinaisons des orbites de toutes les comètes observées, doit être 
comprise entre des limites données, il faudra recourir à la for- 
mule (i3). 

Je suppose donc que la chose A soit l'incliDaison d'une orbite comé- 
talre sur le plan de l'écliptique. Les limites des valeurs possibles de A^ 
que l'on a désignées généralement par a et b, étant alors ii s= o et 
& s= go* , et toutes ces valeurs étant regardées conune également pro- 
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bables, la formule (i 5) exprimera la probabilité P que la moyenne d'un 
grand nombre jx d'inclinaisons observées, tombera (p? loa), entre les 
nombres de degrés 

\ 

En prenant 113= 1,92, et faisant ;ts=: i38y il en résultera 

P = 0,99558, 

pour la probabilité que dans l'hypothèse d'une égale chance de toutes les 
inclinaisons possibles, l'inclinaison moyenne des 1 58 comètes observées 
ne sortirait pas des limites 4^*76*; en sorte qu'il y aurait à peu près 
1 5o à parier contre un , que cette moyenne devrait être comprise 
entre 59'' et 5i*; et, en effet, on a trouvé 4^^*55^ pour sa valeur; en 
sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la cause inconnue de la forma- 
tion des comètes ait rendu inégalement probables leurs diverses incli- 
naisons. 

Sans faire aucune hypothèse sur la loi de probabilité de ces incli* 
naisons, la formule (i5) exprimera aussi la probabilité que l'inclinai* 
son moyenne d'un grand nombre fi de comètes que l'on observera par 
la suite, ne s'écartera de la moyenne 48*55' relative aux i58 co- 
mètes déjà connues, que d'un nombre de degrés compris entre les li-* 
mites (n® 107) 

iilV/i38 + / 

»/T3Jf7 * 

On déduit des inclinaisons calculées de ces i58 comètes, une valeur 
de la quantité / que ces limites renferment, égale à 54''49' (^)i^^ ^^ 
faisant 11 =^(1, par exemple, et prenant, comme plus haut, us= 1,9a, 
il y aura i5o à parier contre un que la différence entre l'inclinaison 
moyenne de i58 nouvelles comètes et celles des i58 comètes ob- 
servées, tombera entre les limites =f: 8*2 1'. Le nombre des comètes 



(^) Le calcul en a été fait par le ueveu de M. Bouvard. 
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exislaotes étant sans doate extrémeroent grand par rapport à celui des 
conètesMbntOD a pu calculer les orbites; si Ton pread pour fi' le nom- 
bre des oomèles inconnues, les limites précédentes se réduiront k très 

peu près à :^ — =j^ , de sorte qu'elles seront plu\ étroites que pour 

n' sszfi^ dans le rapport de l'unité à \/^ ; et , en prenant toujours 

i5o 
tts= i^ga, il y aura encore à très peu près la probabilité -?-, ou i5o 

à parier contre an , que la différence entre Finclinaison moyenne des 
comètes inconnues et celle des comètes connues , est comprise entre 
les limites =p 5*4^^ 

Si l'on divise la tataliié des comètes observées en deux séries égales 
en nombre, dont l'une comprenne les 6g plus anciennes, et l'autre les 
6g plus modernes 9 on trouve 49*^3' pour Tinclinaison moyenne dans 
la première série, et 4^*38' dans la seconda, de 8<n*te que ces deux 
moyennes différent à peine d'un demi degré. Cet exemple est très 
propre à montrer que les valeurs moyennes d'une même chose s'ac- 
cordent entre elles , lors même que les iiomlH*es d'observations ne 
sont pas extrêmement grands, et quoique les valeurs observées 
soient très inégales, comme ici où la plus petite inclinaison corné- 
taire est i*4i' ^^ 1^ P^^^ grande 8g'*48'* Les inclinaisons moyennes 
des 71 comètes directes et celle de 67 comètes rétrogrades s'écartent 
davantage Tune de l'autre ; la première est de 47* ^f ^t ia seconde 
de 5o^ 54'. 

Par le centre du Soleil, si Ton élève dans l'hémisphère boréal, une 
perpendiculaire au plan de l'écliptique, elle ira rencontrer le ciel au 
pôle boréal de l'écliptique ; de même , si Ton élève , dans cet hémis- 
phère et par ce centre , une perpendiculaire au plan de l'orbile d'une 
comète, elle rencontrera le ciel au pôle boréal de celte orbite : la dis- 
tance angulaire de ces deux pôles sera l'inclinai^n de cette orbite sur 
celui de l'écliptique; mais il ne faut pas confondre, comme l'a fait 
l'estimable traducteur du Traité dastronomie de M. Herschel , la 
supposition que tous les points du ciel puissent être, avec une 
même probabilité^ des pôles d'orbites cométaires, avec Thypothèse 
d'une égale probabilité des inclinaisons cométaires de tous les 
degrés. 

59 
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En effet, soient aei b deux zones du ciel, circulaires, contenues 
dans l'hémisphère boréal, d'une même largeur infinimeiiF petite, 
ayant pour centre commun le pôle boréal de Técliptique , et dont les 
distances angulaires à ce pôle seront représentées par a et ^ ; soient 
aussi p la probabilité qu'un point du ciel , pris au hasard dans cet 
hémisphère, appartiendra à la zone a, et 9 la probabilité qu'il appar- 
tiendra à la zone b ; il est évident que ces fractions p et q seront entre 
elles comme les étendues a et b des deux zones , et, par conséquent , 
comme les sinus des angles a et C. Or, dans l'hypothèse d'une égale 
aptitude de tous les points du ciel à être des pôles d'orbites cométaîres, 
petq exprimeront les chances des distances a et C de deux de ces pôles 
à l'écliptique, ou, autrement dit, les chances des deux inclinaisons 
cométaires, égales à ces distances ot et€} donc, dans l'hypothèse dont 
il s'agit, les chances des différentes inclinaisons, au lieu d'être éga- 
les , seraient proportionnelles aux sinus des inclinaisons mêmes : la 
chance d'une inclinaison de 90"* serait double de celle d'une inclinai- 
son de 3o*, et toutes deux seraient infinies par rapport à la chance 
d'une inclinaison infiniment petite (^). 

(lia). Voici, en terminant ce chapitre, l'ensemble des formules de 



C) Il paraît qu'un nombre, qui semble inépuisable, d'autres corps trop petits 
pour être observes, se meuvent dans le ciel, soit autour du Soleil, soit autour 
des planètes , soit peut-être même autour des satellites. On suppose que quand 
ces corps sont rencontrés par notre atmosphère , la différence entre leur vi- 
tesse et celle de notre planète est assez grande pour que le frottement qu'ils 
éprouvent contre l'air, les échauffe au point de les rendre incandescents, et 
quelquefois, de les faire éclater. La direction de leur mouvement, modifiée par 
cette résistance, les précipite souvent sur la surface de la terre; et telle est 
l'origine la plus probable des aéroliihes. Telle est aussi Texplication la plus 
naturelle d'un phénomèife très remarquable, que l'on a déjà observé plusieurs 
fois, depuis quelque temps, en des lieux séparés par de grandes distances, et 
toujours à la même époque de l'année. Dans la nuit du i a au 1 3 novembre, 
différents observateura , en Amérique et ailleurs, ont vu dans le ciel un nombre 
extrêmement grand de corps semblables à des étoiles filantes. Or, on peut suppo- 
ser que ces corps appartiennent à un groupe encore bien plus nombreux, qui circule 
autour du Soleil « et vient rencontrer le plan de l'écliptique en un lieu dont ladia^- 
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probabilité qui y sont démonti'ées , ainsi que dans le précédent. Le 
nombre des épreuves, supposé très grand, est représenté par ft; il se 
compose de deux parties m et n que l'on suppose aussi de très grands 
nombres; les Sominles sont d'autant plus appfocbées que ce nombre (*■ 
est plus considérablei et elles seraient tout-à-fait exactes, si k était 
infini. 

1*. Soient /> et 9 les chances constantes pendant toute la durée des 
épreuves, des deux événements contraires E et F, de sorte qu'on 
ait '/>-f-g=:i. Appelons U la probabilité que dans le nombre fi 
ou m^n d'épreuves, £ arrivera m fois et F aura lieu n fois. On 
aura (n* 69) 

Cette formule se réduit (n" 79) à 



{/ ^*ftpq 



et astre, i l'époque où la terre se 
averaant ce groupe de totf» A cette 
me sur les aérolilhes ; ce qui pro- 
n' occupe pas une e'tendue très con- 
nlire, si son diamètre apparent, vu 
elui de la terre, il sera nécessaire , 
ïme époque de chaque année , que 
-te peu de celle de la terre ; ce qui 
de son orbite, de dîfiérer beau- 
orbite ; et alors les perturbations 
contre du groupe et de la Terre, 
rendre impouible par la suite. Si , 
rine un anneau continu autour du 
différente de celle de U Terre ; et 
ions planétaires , pourront encore 
■poques, le pbénoDiine dont nous 

39.. 
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loi'squ'oQ prend 

m =s fip ~ V v/âf^, n =1 f*ç + vy/^^i 

V étsDl une quantité positive ou n^ative , mais- très petite p» rapport 
à y/^K ; et sons cette forme , elle sabsisie également quand les chances 
de £ et F varient d'une épreuve à une autre , en prenant alors, d'a- 
près la formule (2) du n" gS, poor p et 9 les moyennes de leurs 
valeurs dans la série entière des fx épreuves successives. 
■ a*. Les événements E et F ayant en lien effectivement m et rt fois 
dans les fi épreuves, et leurs chances ptiq étant inconnoes, aoit U' 
la probabilité qu'il arriveront dans/ ou TrC-\-n' épreuves futures, 
des nombre de fois m' et n', proportionnels à m et n , ou tels que 
l'on ait 

, /L'm , m'n 

f t* 

Quelque soit le nombre f/, on aura (n" 71) 

en représentaDt par U' la probabili 
licQ si les rapports ~ et - étaient < 
c'est-ànlire en faisant, pour abrég 



5°. Les chances constantes p et 
la probabilité qne dans pt ou m-^ 
fois et F an plus n fois. On aura (n 
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k étant une quantité pmitiyewdont le carré est 



A* = nlog —r—i — : + C*»» -f- loc ?**r' . ; 

et en employant la première ou la seconde formule selon que Ton 
aura i > — -— ou ^ < • 

4^. En appelant R la probabilité que E et F auront lieu dans les /« 
épreuves , des nombres de fois qui ne sortiront pas des limites 



où u est une quantité positive et très petite par rapport è v//u , on 
aura (w 79) 

R = i ^ re-^'dt + -7=L=r e— ; (^ 

et réciproquement , si les cirances p et q sont ineonnueSy et que B et F 
soient arrivés des nombres de fois m et n, dans /te ou m-f-n épreuves, 
on aura (n** 83) 



1/-. j » -T^ V avmn » ^ ' 



pour la probabilité que les valeurs de ji* et 9 ne sortiront pas des 
Kmites 



îî ± " /amn ^ ^ Jimn 

#• ^ V "^ ' ^ ^^ ^ V ~* 

5*. Dans deux séries différentes de très grands nombres /ju et /jt! d'é- 
preuves y soient m et m' les nombres de fois que E aura lieu ou a eu 
îieu^ n et rJ les nombre de fois que F arrivera ou est arrivé; désignons 

par u une quantité positive , très petite par rapport à vV ^ ^ \/m^ ; 
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et soit ^ la probabilité que la diflTérence — «— -7 ne sortira pas des li- 
mites 



non plus que la différence ~ -*— -^ de ces mêmes limites prises avec des 
signes contraires. On aura ( n^ 87 ) 



Comme on ai^ra aussi à très peu près — s=: -7 et - = -7 ^ on pourra , 

sans altérer sensiblement les valeurs d,e 49*, remplacer dans son dernier 
terme, qui sera toujours une petite fraction, les lettres yi!^ ni^ fi y par /i, 
m^ n, et, réciproquemu^t, celles^ par celles-là.Cette formule, en faisant 
du moins abstractioi) IR son dernier terme (n* 109), conviendra au cas 
général où les chances de E et F varient d'une épreuve à une autre , 
pourvu que , dans les deux séries^ les causes possibles de ces événe- 
ments , connues ou inconnues, n'éprouvent aucun changement, c'est- 
à-dire, pourvu que l'existence de ces causes conserve la même proba- 
bilité, et que chacune d'elle^ donne toujours la même chance à l'arrivée 
de E, comme à celle de F. 

%". Les nombres de fois que E et F sont arrivés dans les /u» épreuves 
relatives à ces événements étant toujours m et n , soient généralement 
m, et /!( les nombres de fois que deux autres événements contraires 
E, et F, ont eu lieu dans un nombre ft, d'épreuves aussi très grand. 
Supposons qu'on ait 

/•i ^ ' 

J^ étant une petite fraction positive ou négative. Appelons p etp^les 
chances inconnues et supposées constantes, des arrivées de E et E. ; et 
désignons par X la probabilité que />« excédera p , d'une quantité an 
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moins égale à une petite fraction positive et donnée €. En représentant 
par u nne quantité positive , et faisant 



{^ 2 {fêhn,n, + fé,hnny 



selon que le (acteur s -— ^ sera positif ou négatif ^ on aura {n? 88) 

la première expression se rapportant au cas où la différence c — cT sera 
positive , et la seconde au cas où cette différence sera négative. Ces 
mêmes formules exprimeront aussi la probabilité que la chance in- 

connue p de Tarrivée de E surpasse le rapport •- donné par l'observa- 

tion , d'une fraction co aussi donnée : pour cela , il suffira d'y faire 

.==fc(.-=)^. 



^mn 



et de prendre la première ou la seconde formule selon que la diffé- 
rence C9 — — sera positive ou négative. 

7*. Lorsque les chances des deux événements contraires E et F va- 
rient d'une épreuve à une autre , soient p^ et q^ leurs valeurs à l'é- 
preuve dont le rang est n^qué par iV de sorte qu'on ait ^j -|- Ç| s= t , 
pour tous les indices 1. LéKommes ^'étendant depuis 1 = 1 jusqu'à 
r=sf(, faisons, pour abréger. 

Soient toujours m et n les nombres de fois que E et F arriveront dans 
les /ti épreuves. Désignons par u une quantité positive, très petite 
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rapport k \^ft. On aura {if 96) 



R = ,--i /;.-.•* +-i=^.v (*) 



pour la probabilité que les rapports — et - ne sortiront pas des II 
mîtes 

ku ku 



P =F ^/;» 9 =«= ,/^ f 



ce qui coïncide avec la formule {d) dans le cas particulier des chances 
constantes. 

8*. Une chose quelconque A étant susceptible de toutes les valeurs 
comprises entre les limites h^g, et toutes ces valeurs étant également 
possibles et les seules possibles; soit P la probabilité que dans un 
nombre quelconque i d'épreuves, la somme des valeurs de A qui 
auront lieu, sera comprise entre des limites aussi données cqpc. On 
aura (n* 99) 

en faisant, pour abréger. 



:'-7=^(»*+^— 4g— c4^y:F^^^7^^^ (1*+^--% — c-H)=fcetc., 



*-7^(«^H-%— ^—c—tPF 73.3 ' (** + 'g— ^g-g— «)':^etc., 

et prenant, dans chaque terme, le signe supérieur ou Je signe infé- 
rieur, selon que la quantité qui s'y trouve élevée à la puissance i, est 
positive ou négative : g et € sont des quantités positives; h et c peu- 
vent être des quantités positives on négatives. 
tf. QaeHe qne soit la loi de probabilité des valeurs possibles de la 
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chose A & chaque éfirtuTe , tt la onmire dont ottte loi rarieffa d'une 
épreuve k une autre ; si Ton appelle j la somme des valeurs de A qui 
auroat lieu da»s un très grand nombre /â d'épreovesi on aura (n"" loi) 



2 






pour la probabilité que la moyenne - des valeurs de A tombera entre 
les limites 



u désignant uoe quantité positive et très pettte par rapport à v/pt? 
A: ei A étant des quautités dont la seconde est posichre, ettpri dépendent 
des probabilités des valeurs de A pendant toute la durée des épreuves. 
Quûd ces probabilités aennt constauteSi égale$ pour toutes les va- 
leurs possibles de A entre des linutea dowiées a et ^i «t MaUas en de** 
hors de ces limites , on aura 



^sKi(a4-*), A = 



6 — g 



Lorsque A n'aura qu'un nombre fini de valeurs possibles c^, c^^ 
Csf. ... c, ,ei que ces y valeurs constantes seront également proba- 
bles, onama 

* = f (c. -H c, + c,+ -hc, ), 

iopu Soit K fo indow de A qm a eu lien k la fif^ épreuve, 
liaisons 



J»^*»^, ;S(A.— Ay^il^, 



4o 
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les sommes 2 s'ëtendant depais nsss i jusqu'à n=s/u. Supposons que 
les causes de toutes les valeurs possibles de A n'éprouvent aucun 
changement^ soit dans leurs probabilités respectives, soît dans les chances 
qu'elles donnent à chacune de ces valeurs. Il y aura alors une quan- 
tité spéciale y dont la moyenne - des valeurs de A^ s'approchera indé- 

finiment à mesure que fi augmentera de plus en plus , et qu'elle at^ 
teindrait si /t* devenait infini. Or, la formule (k) exprimera la probabilité 
que cetle quantité y est comprise entre les limites (n^ io6) 

s ul 

qui ne contient rien d'inconnu. 

1 1*. Dans une seconde série d'un très grand nombre /a* d'épreuves, 
soient s' la somme des valeurs dé A^ et /' ce que deviendra la quantité 
/ qui se rapporte k la première série. La formule (k) exprimera égale- 

ment la probabilité que la différence —, des deux moyennes, sera 

comprise entre les limites (n"* 107) 

ou bien, à cause que Ton aura à très peu près f ssZ, ce sera aussi la pro* 
habilité que la moyenne -7 relative à la seconde série , tombera entre 
les limites 

' ul ^fTÇP 



1^^ Vl^ ' 



qui ne dépendent que des résultats de la première et de la quantité 
donnée tt| et qui sont d'autant plus étroites que /it'est plus grand par 
rapport à ft. 

la*. Pour déterminer la valeur 4 une même chose A, on a fiiit plu- 
sieurs séries d*épreuves, composé^ de très grands nombres jti,)tc',/E4'', etc. 
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Le$ sommes des valeurs que Ton a obtenues dans ces séries sucoesûves 
sont 5, s\ s'p etc. ; la quantité précédente / se rapporte toujours à la 
première série; et Ton désigne par [^ t\ etc., ce qu'elle devient à T^ 
gard des séries suivantes. On suppose que les causes d'erreurs dans les 
mesures varient d'une série à une autre , mais que néanmoins, toutes 

s s' s' 

les moyennes -9 -r^ — «» etc., convergent indéfiniment, à mesure que 

f* f^ r* 

fjL^ II', /a!' y etc., augmentent de plus en plus, vers une même quantité 
inconnue y, qui serait la véritable valeur de A, si ces causes ne ren- 
daient pas inégalement probables, dans une où plusieurs des séries 
d'observations , les erreurs égales et de signes contraires. Cela posé, 
)a formule (A) exprimera encore la probabilité que la quantité y est 
comprise entre les limites (n"" 108) : 



'i +'4^^'^ + «*^- =T= 5' 



dans lesquelles on a fait pour, abr^er. 



A* ^ / . A*" 



De plus, la partie ^ -f- -?- 4- -i.4- etc. , c'estrà-dire la somme 






des moyennes -, -if-k, etc., multipliées respectivement par les quau- 

tités Çf /, ^\ etc., sera la valejur approchée de y la plus avantageuse que 
Ton puisse déduire du concours de toutes les séries d'observations , 
c^est*à-dire, la valeur de cette inconnue, dont les limites d*er- 

reur rf: g- auront la OQoindre étendue qu'il est possible , pour un va- 
leur donnée de tt, ou bien à égal degré de probabilité. 

15**. Enfin, les causes de l'arrivée d'un événement E demeurant les 
jnémes pendant les épreuves, ainsi qu'on l'a expliqué en citant la fior* 

jtnuje {f)i le ramiort — du nombre de fois gae E aura lieu an nombre 
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tolikl des éfffemeê , convergera indéfinimeot vers tine c^uautitë spe^ 
dale r, ^'il attrâidrait rigoureusement ]si ft devenait infini. Or, cette 
£ormtàt {f)^ eo négligeant son dernier ferme, on bien encore la for» 
noule k seva la probabilité que la valeur inconnue de r tombera entre 
lesltfiûlc8(n*io9) 

m u^^m{ft — m) 



(il 5). Pour compléter ces formules, îl y faudrait joindre celles qui 
M rapportent k la probabilité des valeurs d'une ou plusieurs quantités, 
dédnitcB d'na trâs grand nombre d^équations linéaires correspondantes 
aux résultats d'un égal nombre d'ol^rvations ; mais à Tégard de ces 
autres formules, je renverrai à la TTiéorie analjrtique des probabilités. 
En les appliquant k ua système de 1^6 équations de condition relatives 
au mouvement de Saturne en longitude, formées par M. Bouvard, 
et en appliquant à ces équations la méthode des moindres carrés , 
Laplace a été conduit à en conclure qu'il y a un million à parier con* 
tre un que la masse de Jupiter, en prenant celle du Soleil pour unité, 
ne différera pas de r^t de plus d'un loo* de cette fraction, en 
plus ou en moins (^). Cependant, des observations postérieures, d'une 
autre nature^ ont donné à très peu près 7^ pour cette masse; ce qui 
excède la fraction 7^, d'environ un 5o* de sa valeur, et paraîtrait 
mettre en défaut le calcul des probabilités. Il ne peut rester aucun 
doutesnr cette masse 7^ , qui a été condue par M. Enke, des pertur- 
bations de la comète dont la période est de iao4 jours; parBIM. Gauss 
et Nicolai, de celles deJ^esta et de Junon; et par M. Airy , des élon- 
gâtions des satellites de Jupiter qu'il a récemment mesurées. Toute- 
fois, si les calculs de Lajdace ont donné, avec une probabilité très ap- 
prochante de la certitude, une masse de cette planète, plus petite d'un 
5o* qu'elle n'est réelleinent, il n'eu fiiudrait pas [condnxe que L'in- 
tensité du pouvoir attractif de Jupiter fût moindre sur Saturne que 
sur ses propres satellites, sur les comètes et sur les petites planètes; 



*»^^'^^— '^f^'^*^w***wi 



(^ Bleniler Mipplënient à la Théorie analjrdque dm probabilités, page a4. 
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cela ne provient pas non plus d'aucune inexactitude dans les formules 
de probabilité dont Laplace a fait usage; et il y a lieu de croire que 
la masse de Jupiter , un peu trop petite, qull a obtenue , résulte de 
quelques termes fautifs dans l'expression si compliquée des pertur- 
bations de Jupiter, à laquelle on a déjà fait subir quelques corrections, 
et qui peut encore en exiger d'autres. Cest un point important de 
la Mécanique céleste , qui ne peut manquer d'être édairci par le ré- 
sultat du travail dont M. Bouvard s'occupe actueUement , dans le but 
<le rabire en entier ses taMes, déjà si préciaes, des mou^enMDtt de 
Saturne et de Jupiter. 
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CHAPITRE V. 



jipjdicatian des règles générales des probabilités aux décisions des 

jurys et aux jugements des tribunaux (*). 



(i i4)* Dans une matière aussi délicate^ il conviendra de considérer 
d'abord les cas les plus simples , avant de traiter la question dans toute 
sa généralité. 

Je suppose donc , en premier lieu , qu'il y ait un seul juré. Je repré* 
sente par A: la probabilité que l'accusé soit coupable^ lorsqu'il est traduit 
devant ce juré; probabilité résultante de l'information préliminaire 
et de l'accusation qui s'en est suivie. Je désigne aussi par u la proba-- 
bilité que le juré ne se trompera pas dans sa décision; et, cela étant, 
soit y la probabilité que l'accusé sera condamné. Cet événement aura 
lieu , si l'accusé est coupable et que le juré ne se trompe pas, ou bien , 
si l'accusé n'est pas coupable et que le juré se trompe. D'après la règle 
du n^ 5 , la probabilité du premier cas est le produit de A: et de ii , et 
celle du second a pour valeur le produit de i — £ et de i ^- u • Donc ^ 
en vertu de la règle du n* lo, on aura 

> = A:« H- (i — *) (i — u)^ (i) 
pour la probabilité complète de la condamnation de l'accusé. Celle de 



{*) Cette question a été traitée dans un mémoire, lu à TAcadémie de Saint-Pé« 
tersbourg, en juin i&34 9 par M. Ostrograskii membre de cette académie. Mais à 
en juger par l'extrait imprimé que l'auteur m'a envoyé , il a considéré le problème 
d'une manière toute différente de celle que je suivrai dans ce chapitre , et qui a éii 
indiquée dans le préambule. 
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son acqaillemeat sera i-»^. Cet événement aura lieu, si raccosé est 
coupable et que le juré se trompe, ou bien, si Taccusé n'est pas cou- 
pable et que le juré ne se trompe pas ; et les probabilités de ces deux 
cas étant les produite A:(i — ii)et (1 — A) k, il en résultera 

I — y es A: (i -*- 1^) + (1 — A) tt j 

équation qui se déduit aussi de la précédente. En les retranchant Tune 
de Tautre, il vient 

a>r — 1 ss (2k — i) (au — i); 

œ qui montre que la quantité â> — i sera zéro en même temps 
que aA — I ou 3« — 1 9 et positive ou négative selon que aA — * i 
et au — I seront de même signe ou de signes contraires. On aura 
aussi 

> — î + î (3* - (a« - î); 

de sorte que > surpassera jj delà moitié du produit (aA — i) (au — i) 
positif ou négatif. 

Après la décision du juré, on pourra faire deux hypothèses qui se- 
ront les seules possibles : on pourra supposer que l'accusé soit cou- 
pable ou qu'il ne le soit pas; leurs probabilités, comme celles de 
toutes les causes hypothétiques, se détermineront par la règle du n" 34. 
La somme de ces deux probabilités étant d'ailleurs égale à l'unité, il 
n'y en aura qu une seule à déterminer. 

Si l'accusé a été condamné, soit p la probabilité de la première hy- 
pothèse , ou de la culpabilité. D'après la règle citée , on aura 

car ici révénement observé est la condamnation de l'accusé dont la 

♦ 

probabilité, comme on vient de le voir, serait A» dans cette première 
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îl^: 



bypotbèse, et (i -~ Ar) (i -— ti) dans Itf supposition cODtndre, 00 de k 
non-colpabilité. 

St l'accuse a été absDas, soit q la prdiabiiilé de la seoonde liypo»- 
thèse, ou de la non-colpafailittf. liéyéoemeat obserrë étant alors Tai^ 
quittement de Taccusé , dont la probabilité est ( i — • A) u dans cette 
hypothèse, et A:(i — u) dans la supposition contraire, ainsi qu'on la 
dit tout à l'heure , il suit de la règle citée que Ton aura 

ï"^{i— *)tt+it(i— «)• ^^f 

En observant que les dénominateurs de ces expressions de p eiq 
sont les valeursde y et i — >, on a 

d'où l'on déduit 

" == P> + 9(ï — y)f 

pour une expression de la probabilité que le juré ne se trompera pas, 
qu'il est facile de vérifier. En effets cela aura lieu de deux manières 
différentes : parce que l'accusé sera condamné, et qu'étant condamné, 
il sera coupable, ou bien parce qu'il sera acquitté^ et qu'étant acquitté, 
il sera innocent. Or , par la règle du n^ 9 relative à la probabilité d'un 
événement composé de deux événements simples, dont les chances 
respectives influent l'une sur lautre, la probabilité de la première 
manière est le produit de p< et de ^^ et celle de la seconde, le produit 
de 1 —-7 et de q. Donc aussi (p? ;o), Ja valeur compl,ète de 1^ est la 
somme de ces deux produits. Après que la décision du juré est pro- 
noncée, la probabilité qu'il ne s'est pas trompé, n'est autre que p, s'il a 
condamné, ou q sll a acquitté. Si l'on n'a pas As=7, elle ne peut être 
égale à n, comme auparavant, que quand on a a ss o ou usbbi. 

Ces formules renferment la solution complète dn problème dans le 
cas d'un seul juré; problème qui n'est, au reste, que celui dé la pro- 
babilité d'un fait attesté par un témoin , dont nous nous sommo oc^ 
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ci^M dans le n* 36* La culpabîlitc de l'accuse est ici le fait qui peut 
être vrai ou Êiux; avant que le jure ait prononcé, on avait une certaine 
rai^n de .croire que ce fait était vrai , résultante des données qu'on 
possédait alors : k était sa probabilité, et i — k celle de la non-culpa- 
bilité; après la décision du juré, on a eu sur le fak une nouvelle 
donnée; ce qui a changé A: en une autre probabilité />, si le juré a 
décidé ou attesté que l'accusé soit coupable, et i — A: en une proba- 
bilité q f s'il a attesté que l'accusé ne soit pas coupable. Dans l'un et 
l'autre pas , il est évident que les probabilités antérieures k eii — Ar ont 
d& être augmentées, s'il y a plus de chance pour que le juré ne se trompe 
pas, qu'il n'y en a pour qu'il se trompe, et diminuées, dans le cas 
contraire, c'est-à-dire augmentées on dimitmées selon qu on a £^ > ^ 
ou 21 < j. C'est , en effet , ce qui résulte des expressions depetq, d'où 
l'on déduit 

p — êc-i ^ -, ÇS^I— A— ^—-^ , 

et par conséquent, p > ou < A;, 9 < ou > i — A:, selon qu'on 
a 21 > ou <^ ^* Dans le cas de u = î, il n*y a rien de changé aux 
probabilités antérieures A: et 1 — A:. 

Ces dernières expressions de p et 9 donnent 

w*-9(« —>)=*> + (« — ^)0 —y)î . 

et puisque le premier membre de cette équation est égal à 11, on a 
donc aussi ^ 

u = ky + (t ^k)(i — y)i 

ce qui servirait à calculer la probabilité que le juré ne se trompera 
pas, si l'on connaissait à priori^ par un moyen quelconque, la chance y 
de la condamnation, outre la probabilité A: de la culpabilité. C'est 
aussi ce que l'on véiifie en observant que le juré ue se trompera pas, 
si l'accusé est coupable et condamné , ou bien s'il est innocent et ac- 
quitté or, les probabilités de ces deux cas , avant la décision du juré, 

41 
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d'où Ton dédoin , en rtrlu des fbmniles (i ) et (a) , 

c =5 ha/ + (i — ^) (i — u) (i — mO- 

Par lin raisonnement semblable , on trouyera 

rt s= *(i — «) (i — tf') + (i — A;)ui^. 

Eq ajoutant ces deux formules , il en résulte 

a -f- c =ss au! -f. (i — m) (i — m'), 

pour la probabilité que les deuxjurés décideront de la même manière» 
soit qu'ils condamnent^ soit qu'ils absolvent; et Ton peut remarquer 
que cette probabilité totale est indépendante de celle de la culpabi- 
lité de 1 accusé avant le double jugement. 

Si l'accusé a été absous par le premier juré, et qu'on appelle y, la 
probabilité qu'il sera condamné par le second, le produit (i — yyyr 
exprimera la probabilité que ces deux jugements contraires auront 
lieu successivement et dans cet ordre. D'ailleurs i -— g sera la proba- 
bilité que l'accusé est coupable, quand il parait devant le second juré 
après avoir été acquitté par le premier; la valeur de y^ se déduira 
donc de la formule (i)» ^^ 7 remplaçant k etu par i — 9 et tt'; ce qui 
donne 

» 

ou bien , on vertu des valeurs de i — y ei q données par les for^ 
mules (i) et (5), 

U est évident qu'en permutant les lettres u eiuf dans cette «pression , 
on aura la probabilité que les jugements des deux jurés seront con- 
traires, mais dans l'ordre inverse de celui qu'on vient de supposer. En 
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ajoaUnt cette probabitité à la précédente , il en rétnllera 

6 = (i — M)a' + (i — ttO«, 

pour la probabilité complète de deux jogetnents contraires, rendus 
dans un ordre quelconque. On voit qu'elle est indépendante de kp 
comme celle de deax jugements semblables. Dans le cas de u s= ^ 
et tt' = ^ , Tune et Fauire sont aussi {. Dans fous les cas, leur somme 
a + b^ cesi Tunité, comme cela devait être. 

La probabilité que Taccusé est coupable après qu'il aura été con- 
damné par les deux jurés, sera donnée par la formule (a), en y met- 
tant p et u! au lieu de k et u} et la probabilité de son innocence , quand 
il aura été absous par les deux jurés, se déduira de la formule (3), 
par le changement de A: et if en i — ^ et u'. En désignant par p' ei^ ce& 
deux probabilités, on aura donc 



/ £M / fil ^ 

P —pi/ + (I _p) (. _ m') ' î — qu' + (I _ y) (, -. u") ' 

et d'après les valeurs de p eïq, données par ces mêmes formules (2) 
et (3), ces valeurs de //et q' deviendront 

P^— kut/ + {%^k) (I— a) (i—ny 9 "" (i— i()iiii'+i^(i— ir)(i— «0* 

Soient encore /i^ la probabilité que Taocusé est coupable, après qu^il 
aura été absous par le premier juré et condamné par le second , et q, 
la probabilité qu'il est innocent, quand il aura été condamné par le 
premier juré et acquitté par le second. La valeur de p^ se déduira de 
la formule (2), en y mettant u' au lien de tt, et j remplaçant k par la 
probabilité 1—9 que l'accusé n'est pas innocent, après qu'il a été ac- 
quitté parle premier juré; celle de q^ s'obtiendra de même en chan-* 
géant ueik dans la formule (3), en u eip; on aura donc 
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ou bien 9 en Tertn de ces mêmes formules (a) et (3), 



La probabilité que l'accu&é, condamne par le premier juré et acquitté 
par le second est coupable , sera i —- 9,; d'ailleurs, il est évident 
qu'elle devra se déduire de p/par la permutation dcx^clii', ce qui 
a lieu effectivement : celle de l'innocence de l'accusé^ absous par 
le pi*emier juré et condamné par le second, ou i — p,, résultera 
de même de l'expression de q,, en y permutant u et u'. 

Dans le cas de u' ss u, on sl p,^sk eiq,=^ i — - k; ce qui doit être 
effectivement; car deux décisions contraires , rendues par des jurés 
qui ont h même chance de ne pas se tromper , ne sauraient rien chan- 
ger à la raison que nous avions de croire , avant ces décisions , à la 
culpabilité ou à l'innocence de l'accusé. 

(116). On étendrait sans peine ces raisonnements aux décisions suc- 
cessives d'un nombre quelconque de jurés, pour chacun desquels il y 
aura une chance donnée de ne pas se tromper. Mais on parviendra plus 
simplement au résultat, de la manière suivante. 

Je suppose, pour fixer les idées, qu'il y ait trois jurés. Soient n , u% 
Wp les probabilités qu'ils ne se tromperont pas, et, comme précédem* 
ment, Al I9 probabilité avant leur jugement, que l'accusé est cou- 
pable. 

Pour qu'il soit condamné à Funanimité , il faudra ou qu'il soit cou« 
pable et qu'aucun des trois jurés ne se trompe, ou qu'il soit innocent et 
que les jurés se trompent tous les trois. La probabilité complète de 
indamnation sera donc 



oei^. 



*Wm'ii"-#- *(i — II) (i — «') (l — u"). 



Oa verra de même que la probabilité qae l'accasd sera absous a l'u- 
nanimité , aura ponr yalenr 

A (, — «) (j — «') (, — u") H- ( I - k) m'W. 
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La probabilité d'un jogement unanime, aoit de ooadM&MrtioB , soif 
d'acquittement ^ sera donc la somme de ces deux quantités , c'est-à- 
dire 

wttV+(i--«)(i— w')(i — o'O; 

en sorte qu'elle est indépendante de A: , ce qui aurait lieu également , 
quel que fût le nombre des jurés. 

L'accusé pourra être condamné par deux jurés et absous par le troi- 
sième, de trois manières différentes, selon que ce troisième sera celui 
dont la chance de ne pas se tromper est u,i/ ou u'. Il pourra de même 
être acquitté par deux jurés et condamné par le troisième, de trois 
manières différentes, qui répondront aussi aux cas où ce troisième est 
le juré dont u, u' ou i^', exprime la probabilité qu^l ne se trompera 
pas. On verra sans difficulté que les probabilités de ces six combinai- 
sons , auront pour expressions : 

*«'«•(! — «) -f- (i — ;t) (i — «') (i — «>, : 
^ it«tt'(r — «') -h (i — *) (i — k) (i — «>', 

kuu' (i — «") 4- (i w. yt) (i — m) (i — u'y, 
A(i — u') (i — u')u + (i — kyu" (i — «), 
k{i — tt) (i — i/)u'+ (i — k)itu" (i — i/), • 
k{t — ») (i — u'y-i- (i — k)uaf (i — û/')- 

Ea faisant la somme de ces six quantités, on aura l'expression com- 
plète de la probabilité que le jugement ne sera pas ananime; cette ex'» 
pression sera donc 

W 

et, comme on voit, indépendante de k. 

La somme des probabilités totales d'une décision unanime et d'une 
décision non unanime, doit être l'unité ; et, en effet, leurs expressions 
que l'on vient de trouver, satisfont à cette condîlion. 
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Le jugeaieDt ëtoDl rendu, on en déduira fodlement la probabilité, 
après ce jugement, de la culpabilité de l'accusé, différente, en gé- 
néral, de ce qu'elle était auparavant. Si, par exemple, Faccuâé a été 
coadamné par les deux jurés dont atkul expriment les chances de ne 
pas se tromper , et acquitté par le trobième , la probabilité de cet 
éréneaient sera kut^ (î — * <^")> ^*°^ Th/pothèse de la culpabilité, 
et (i — i:^ (ff — u){\ — i^)ii'f dans la supposition contraire ; par la 
ràgle du n® 34, la probabilité que Faccusé est coupable sara donc 

kuu' (i — u*) 

kuu\i —a") 4- (I -1 i) (i _ II) (I — ji*)M*' 

Dans le cas de 1^ ss u", elle devient indépendante de la valeur corn-*- 
mune de i^ et tJ\ et la même que si la condamnation était prononcée 
par le seul juré dont u est la chance de ne se pas tromper. Et, en effet, 
après que ce juré a prononcé , les décisions différentes entre elles des 
deux autres jurés ne peuvent plus influer sur la raison que j ai de croire 
que l'accusé soit ou ne soil pas coupable; car il n'y aurait pas de rai- 
son pour qu'elles augmentassent plutôt que de diminuer la probabilité 
de la culpabilité , puisque les chances de ne pas se tromper sont sup- 
posées égales pour ces deux derniers jurés^ 

Ces formules seraient également applicables au cas où les jurés, au 
lieu de juger successivement et sans communication entre eux, étaient 
réunis et jugeaient après en avoir délibéré ; mais la discussion pouvant 
les éclairer mutuellement et augmenter, en général, leurs probabi- 
lités de ne passe tromper, les valeurs de u^ ii\i^\ qui se rapportent 
& ces deux cas, pourraient n'être pas les mêmes, et s'écarter moins 
de l'unité dans le second cas que dans le premier. 

(117). Considérons, en particulier, le cas où la chance de ne pas se 
tromper est la même pour tous les jurés, auquel nous ramènerons en* 
suite le cas général, lorsqu'il s'agira de déterminer la probabilité du 
nombre des condamnations dans de très grands nombres de juge^ 
ments; 

Soient donc u cette probabilité donnée que chacun des jurés ne se 
trompera pas, n le nombre des jurés, A: la probabilité, avant leur ju- 
gement, de la culpabilité de l'accusé, î un des nmnbres 1 , 3,5, • . «n^ou 
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zéro, et y^ la probabilité que 1 accuse sera condafliiië par n^— i et absous 
par i jurés. 

Pour que cet éTenement composé arrÎTe, il faudra que Taccnsé 
étant coupable, /z— î jurés ne se trompent pas et i jurés se trompent, 
ou bien que l'accusé n'étant pas coupable, n«—i jurés se trompent et i 
ne se trompent pas. La probabilité du premier cas sera le produit 
A-{^"''(i — u/^ multiplié par le nombre de fois qu'on peut prendre 
les 2 jurés qui se tromperont , sur le nombre n de tous les jurés; celle 
du second cas sera de même le produit (i — - k)t^{i *-u}*~~', multiplié 

par le nombre de fois qu'on peut prendre les n «^ /jurés qui se trom- 
peront sur ce nombre total n; lequel nombre de fois est le même 
que dans le premier cas , et égal au nombre de combinaisons diffé- 
rentes de n choses prises i à i, ou /t -— t à n -<« /. En le désignant par Ni , 
on aura 

IV — ^'^ — i.w— a...y i — *-f I 
' "~ I .a. 3.. .i ' 

et il en résultera 

pour la valeur complète de yi. 

Sî l'on suppose w — i^î, et qu'on fasse 

Taccusé aura été condamné à la majorité de m voix. Lorsque i jurés 
l'auront condamné et que les n — i autres Tauront absous , il aura été 
acquitté à cette majorité de m voix ; la probabilité de cet acquittement, 
que Je désîgneraaî par cT, , se déduira de la valeur de >» en y permu- 
tant les nombres // — » i et i, ce qui ne changera rien au corfficîcnl N,. 
On aura doue 

J^, = N, \kuf (i — w)-' + (i — *)«••' (i — II)']. (5) 
En ajoutant ces deux dernières équations, il vient 
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quantité indq[>endaDte de k} de sorte que la probabilité d'un jugement • 
rendu à une majorité donnée m , soit qu'il condamne , soit qu'il ab- 
solve, ne dépend pas de la culpabilité présumée de Taccusé avant cette 
décision. Dans le cas particulier de 1^=^, les probabilités yi et J^i sont 
séparément indépendantes de A:, et ont pour valeur commune 

>i = «Tj = ji N,. 

Elles sont aussi égales entre elles, quelle que soit la valeur de u, lors- 
que Ton a A; = 7. 

(i 18). Soit Ci la probabilité que Taccusé sera condamné par n«— i voix 
au moins et absous par î voix au plus, c'est-à-dire la probabilité d'une 
condamnation à la majorité de m voix au moins. Soit aussi di la pro- 
babilité que l'accusé sera acquitté par n— 1 voix au moins et condamné 
par I voix au plus. 

D'après la règle du n"" 10, on aura 

Ci = >. + >, H- y. +. • •+ >!• 
df = cT. + cT. -H cT. H-. . .+ Sii 

et au moyen dis formules précédentes, il en résultera 

Ci = kVi + (i - W, ] 

d, = *V, + (i - A:3U„ i ^^^ 

en faisant , pour abréger , 



N.a-+ N.tt^' (i— «) + N.K— ( I— «)' + . . . + Ni«^' (i — «)'=U,, 



de manière que U{ soit une fonction donnée de u, et V, oe ue devient 
cette fonction , quand on y met i — > u au lieu de u. On aura , en 
jnème temps, 

c, 4. lA = U, + V„ 

4a 



ou acquitté, kUmaîqrité.d'auimoilia'i'inûz. 

Si Ton iBetTi --* î «-' i.aali«uidei^dans Vexpmmon ' de' dg , on en 
conclura 

et , en effet , si un nombre de voix au moins égal à ts — î est nécessaire' 
pour la condamnation , l'accusé sera acquitté lorsqu'il y aura n— i — r 
yoix au plus^ qpi lui selïront contraires j en jsoirte que l'un.des .deux évé- 
nements dont les probabilités sont d et d^^i^t , devra certainement 
arriver. 

Si i|, est. un, nombre. impair , et^quk)n aitji^snai'^ L.et cooséqnem- 
mentffs^: ]^,.oaaura 

U, H- V, = [a 4- (i —«)]•= I , cr^di^ i; 

en sorte que l'accusé sera certainement condamné ou acquitté à la ma- 
jorité d'une voix au moins; ce qui est évident en soi*-méme. Si n est un 
nombre pair , la plu^petite majorité .possible sera m = :i , et répondra 
à /i = ai -f- ^- On aura alors 

d'où il résultera 



^ i_ ^ . 2*-f-2.2t-f- 1.2*. ..*+.a r / \-ij4.f 

I.a.3...i+I »- ^ ^J 

Il ne seradonc.fias 4:ertain que l'aeensé sera condamné, ou^ absous à la: 
majorité d'au moins deux voix; ce qui est évident^ et tient au cas pos- 
sible du part2)ge' égal vdes vo»ipour! KMquxtteiQent -etnponnla con- 
.damnation. 

La probabilité de ce cas unique s'obtiendra en retranokant de l'u-* 
nité 9 la valeur précédente de Ci +di; die sera indépendante de ki 
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et en la désignant par H,i acn expveMOiypoaPiir-s'écrire'soiis' cette 
forme 



H, 



(1.2.3. . .* + !)• 



Le »9Uix^^»iim'dQ|»rodilitii(i.— ' u) vépomé^'t^^ÉE^s, et esil égal à ^. 
€etté^ probtfbilîlëÂfdinlinMra douai à mesiire qtfe ti s'écartera davan- 
tage de '[.' EHe diuiimewnaQSM continMllettietlt k raesare que î 
augmentek-aT Qar»ondédttit 4e'soi»%:]tpres8ion' 

«14.. (7+T)î "" 

etd'tfprès le maœimum'% de <i(i — u), on en ootidut qcftpfe' rafiport 
de'Hi^, à iIrBei«<toii|eiWS'liidiodfe'qiie'hiirité»:* la pins graiide yalenr 
de H, rëpondra^à Uzss\ eti=so, et sera égale à ^. ' 
Qiuisdi+ I- sera nn nrmid noifibre'y on àarti ( n^ 67) 

d'où l'on tiré 



pour la.yaleâr aj^rochée de H| ^ qui sera^ comme on voit, une très 
petite fraction , lorsque u différera notablement de ^ , ou 4f^ (i -* i#) 
de Tunité. Dans le cas de «=^, et en prenant pour exemple i-|-i=6 
ou n = I a, cette formule, réduite à ses deux premiers termes , donne 

— l^r— pour cette valeur; ce qui diffère très peu de la valeur 

exacte j^, quoique* ^-f» 7 nrsoit^ un nanàné^Ml considérable. 

La somme U| -f- Vf étant tout au plus égale à Funité, si on la dési- 
gne par(43|> la:4ifféMno9¥-*«^i^seM'po0itive>MMi; métQpf^-wmme 

42.. 
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l'expression de ct pourra s'écrire sous la forme 

£?, = A — A:(i _G|) — (2* - OVi, 

il s'e nsuit que si l'on a 2k — i > o ou A: > j , on aura aussi Cj < k. 
Donc y dans le cas ordinaire où l'on a, avant la décision des jurés, 
plus de raison de croire à la culpabilité qu'à l'innocence de l'accusé, 
la chance de sa condamnation à une majorité d'au moins une ou 
plusieurs voix, c'est-à-dire à une majorité quelconque, sera toujours 
moindre que cette probabilité antérieure de sa culpabilité : en suppo- 
sant, par exemple, qu'il y ait quatre contre un à parier que laccusé 
est coupable, lorsqu'il parait devant le jury, il y aura moins de 
quatre contre un à parier qu'il sera condamné. 

Cette proposition est, comme on voit, indépendante de la chdnce 
d erreur des jurés^ ou de la valeur de u, autre que l'unité. Dans le cas 
de 1^=1, on aura U| = 1, Vis o, Ci=zk, di:=i l'^k, quel que soit i. 
Dans le cas de m 2=0, on aura de même Ui = o, ¥1= i, C|=:i — A:, 
c/i=:k. Pour ces deux valeurs extrêmes de li, il est évident que la 
condamnation ou l'acquittement ne pourra avoir lieu qu'à Funani- 
mité; et c'est, en effet, ce qui résulte des formules (4) et (5), qui don- 
nent alors ^1 = et J^i= o, excepté pour 1=: o. 

(iig). En conservant toutes les notations précédentes, représen- 
tons, de plus, par/7| la probabilité que l'accusé est coupable, quand il 
a été condamné par n — « / contre i jurés, ou à la majorité de m voix, 
et par q^ , la probabilité qu'il est innocent , lorsqu'il est acquitté à cette 
majorité; ou autrement dit, soit pi la probabilité que le jugement 
rendu à la majorité de m voix sur n est bon, quand il condamne , et Çi, 
lorsqu'il absout. Dans le premier cas, la probabilité de l'événe- 
ment observé, ou de la condamnation, est N|A:a"'"'(i — w)' ou 
N,(i — k) (i— «)""^'tt', selon que l'accusé est ou n'est pas coupable; 
d'après la règle du n^ 34 , on a donc 

P^ ku*-' fî — M)' + (1 — jt) (1 — ii)—'ui» (7; 

eu supprimant le fiicteur Nr qui serait commun aux deux termes de la 
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fraction. Dans le cas de l'acquittement, on trouvera de même 

n =* (,-^^) II»-' (fil)* , . 

y' (i — *)ii— ' (I — ii)« + jt(i — m)"-'i/<" ^^^ 

Si Ton suppose 1; = ;, on aura pi=:q^; et, en effet, lorsqu'à priori j 
on na pas de raison de croire plutôt à la culpabilité qu'à l'inno- 
cence de l'accusé, il est évident que la bonté des jugements rendus 
à la même majorité, a aussi une égale probabilité dans les deux 
cas de la condamnation et de l'acquittement. Pour u=z i, on a 
«■""'(i — «y = (i — uy'^uf, et, par conséquent, comme cela doit 
être , /i| =s A: et ^1 = I — ^, quels que soient les nombres n et /• 
En fisiisant, dans les formules (7) et (8), 



I I 

«1= — r— . 1 — u 



et observant que /i = //i-4-2i, on aura 

ce qui monti*e que la probabilité de la bonté d'un jugement , ne dé- 
pend , toutes choses d'ailleurs égales , que de la majorité m h laquelle 
il est rendu, et nullement du nombre total n des jurés; et, effective^ 
ment, les votes contraires et en nombres égaux, dans le cas d'une 
même chance d'erreur pour tous les jurés, ne sauraient augmenter ni 
diminuer la raison de croire que le jugement soit bon ou mauvais. 
Mais ce résultat suppose essentiellement la chance u que les jurés ne 
se tromperont pas, donnée avant le jugement; et il n'en serait plus 
de même, comme on le verra plus loin, si cette chance devait être 
conclue, après le jugement, des nombres de voix qui ont eu lieu pour 
et contre. 

Pour une valeur donnée de u, un jugement rendu à la majorité 
d'une seule voix, par exemple, ne mérite donc ni plus ni moins de 
confiance, quel que soit le nombre impair des jurés, que s'il y avait 
un seul juré^ mais la probabilité qu'un tel jugement, de condamna-^ 
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tion ou dTaoïfaitleiiieolà sera rendn^diiimmetà meauee «qncî le noa^ 
brc total des jurés devient plus grand. En effet , cette probabilité 
sera.la somme des formules^4) ^^ (^)> ^^^ laquelle on fera n = 31 +1 ; 
en la désignant par «1 , et ajant égard à la yaleur de N| y on aura 



d'Qu y on, conclut 



i.a. 3... 2*+ I [11(1 —II)]* 
^**' (i.a.3...0* (»■+!) * 






et comme 42< (i — u)ne peut .pas surpasswrKiiaitéi,, il :$'en8nîtqa'on a 
toujours «1^1 *< «D*!. En comparant cette yaleur de «1 à celle de Bi, 
on voit que la première surpasse la seconde dans le rapport de Tunité 
à 2u (i-^u), qui reste le même quel que soit'i. 

( 1 3o). Si Ton sait seulement que l'accusé a été condamné à la ma- 
jorité d'au moins m yoix^ de sorte que la majorité ait pu être m, m^2, 
m +4 * • * - jusqu'à m -j^â^t , ou l'unanimité; on conçoit que la probabi- 
lité qu'il est coupable $era plus grande que/^i r je la œpiréaenterai par P|. 
Dans l'hypothèse que l'accusé soit coupable , la probabilité de la con- 
daiimatipQ,qi;^id ,eu Uea.oudeJ'évéQemeiik.ohseryé^.est l:U|y .d'après 
ce^qu^ia «vu plus, Jtumt;. elle, isst (f.T-*A:),Y,, dans l'hypothèse de. la 
non,-Cii)lf^bilité; , on . auni 4<mP c 

Eu désignant par (^la'probabiKtië deh non-culpkbilité/qaand Fac-p 
cusé est absous à cette* majorité de m voix au* moins; on trtnrrera-de 
même 

Les pi>obaJ>ilités ijie, la. bonté 4'ua jugement jsendu k la majorité de 
m voi^. j>u, moins, i^uront aussi poiix.expijeisioiis. P^ dans le cas de la 
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et Qi dans le ces de l'acquittement, filles ne sont pas, 
comme p^ et qij indépendantes du nombre total n des jurés > ^t dépen«- 
dantes seulement: de m ou .ii«^v:ix. Pour les comparer numérique- 
ment .les. unes aux' autres,: je prends k=i^;'te qui rend* égslles 
les quantités P/ et X^, ainsi que p,' et ^i, et suppose qu'avant' le 
jugement, l'innocence de l'accusé avait la même * probabilité que la 
culpabîBé. Je fais aussi uss |; en sorte qu'il y ait trois à parier 
contre un que chaque juré ne se trompera pas. -En prenant pour n 
le nombre ordinaire des jurés , et faisant n = i a et i .=s 5, on trouve 
d abord 



9 I 



on trouve y en outre, 



U,= 7!i54. |ï; » V, = 359122/^ ; 

et l'on en déduit , k très peu près , 

eeiqui montre que^dans cet exemple, la probabilité i «^^'Fj de Fermur 
d'une condamnation prononcée à la majorité de deux voix au moins, 
est à peine un septième de la probabilité i ^Pi de Terreur à craindre 
dans un jugement rendu à cette majorité de deux voix précisément, 
ou par sept voix contre cinq. 

Les formules (4), (5), (6), (7), (8), (9), ( 1 o), s'appliqueront sans diffi- 
culté au cas où l'accusé traduit devanf le jury que nous considérons , 
aura déjà été condamné ou acquitté par un autre jury ^ on prendra alors 
pour la quantité k que ces formules renferment, la probabilitéqueTac- 
cusé est coupable, résultant du preoiier jugement, .et que l'une de 
ces formules aura servi à déterminer. 

(lai). Lorsquiii— i et i seront de :très*^nd8 nombres,- oa sera 
obUgé de recourir aux >mélhodes d'appioximatioo ; pour* calculer 'Iw 
valeurs de Ui eVYi. 



(m) 
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Pour cela , j'observe qu'en faisant i — u^^u, la quantité U^ est la 
somme des î + i premiers termes du développement de («+«^)", 
ordonné suivant les puissances croissantes de p; elle devra donc 
coïncider avec la formule (8) du n» jS, en mettant dans celle-ci, u, p, 
î, n, au lieu de /79 q, n, /jl-^ par conséquent, d'après les formules (i5) 
du n*" 77, nous aurons 

VwJi 3l/«mii« — ») 

étant une quantité positive dont le carré a jM>ur valeur 

el en employant la première ou la seconde de ces deux expressions 
de U| , selon que - surpassera le rapport - _ . , ou sera moindre. 

Si l'accusé a été condamné, et que toutes les majorités puissent avoir 
eu lieu, depuis la plus petite, de une ou deux voix, jusqu'à l'unani- 

mité, le nombre n-f- 1 et le rapport --— ., seront à très peu près 

double de t et l'unité ; on devra donc employer la première ou la se- 
conde formule (i i), selon que l'on aura u "^ u ou i^ ^ u; et si n et v 
difierent notablement de î , ou /{us^ de l'unité, on aura , aussi à très peu 
près , 

6- = îlog-^. 



Alors, puisque i est un très grand nombre, la valeur de 6 sera assez 
considérable pour rendre insensible, les intégrales et les exponentielles 
contenues dans les formules (i i). La quantité U^ se réduira donc à l'u- 
nité ou à zéro, selon que u surpassera y ou sera moindre; et comme , 
dans le cas que nous examinons , la somme de Vi et Y, est l'unité, 
exactement ou à très peu près selon que i est impair ou pair, il s'ensuit 
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qae Vi sera zéro quand on aura e£ > p, et runité dans le cas de li < c^. 
De là, ou conclut que» si la probabilité k de la culpabilité de Taccusé 
avant le jugement, n'est pas une très petite fraction, il y aura une 
probabilité P,- très approchante de la certitude, pour sa culpabilité après 
qu'il aura été condamné par un jury composé d'un très grand nom- 
bre n de jurés, si la chance v de Terreur de chaque juré est notable-» 
ment moindre que la chance contraire u; résultat qui tient à ce que ce 
grand nombre n, rend alors très peu probable que le jugement soit 
prononcé à une faible majorité. Au contraire, cette probabilité Pj, de 
la bonté d'un jugement, sera une très petite fraction, et l'innocence 
de l'accusé, très probable, si c'est u qui est sensiblement moindre 
que p, et que, de plus, k ne soit pas une fraction très approchante de 
l'unité. Le» probabilités c. de la condamnation et di de l'acquittement, 
données paroles formules (6), seront très peu différentes de k et 
I «—A:, quand u surpassera i», ou, au contraire, de i — A: et A lors- 
qu'on aura f^ > k. 

Dans le cas de ii=f/=:|, et en faisant ns= sî-f* < ^^ 7tx= ai-f- ^f 
selon que n sera impair ou pair, le rapport . _. sera un peu 

moindre que -, ou que l'unité; il faudra donc employer la pre- 
mière formule (ii); et comme la valeur de 6 sera une très petite 
fraction, on aura, à très peu près, 

en négligeant le carré de 6 , ainsi que les termes qui auraient / pour 
diviseur, et observant qu'on a alors 

Si n est impair, que l'on fiasse n= si + i » et qu'on mette { pour u 
et V, on aura 

e' = -iiog(i+;)-(.+:.)iog(x-,^-); 

en développant les logarithmes en séries , on en déduit , an d^[ra 

45 
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d'approximation où nous nous arrêtons 

la (ooime de V. et Ui étant luoité, V. sinra aussi i; et Ton aura P.= Ar, 
comme oela'doit être» quel que soit d'ailleurs le nombre des jurés, 
lorsque leur cbanpe e$t ^ale pour se tromper et pour ne pas se trom- 
per. Si n est uu nombre pair^ et qu'on fiisse n:?c2i«^a, ^^=rr 
(; ns I , ou wrft 

d'où Ton déduira 

ay i %y7ri 

mais d'après la valeur de H. du n^ 1 18, on a, dans C9 cas^ 

on aura donc 

et ces valeurs de U, et V, étant égales, il en résultera P^ = A:, comme 
dans le cas précédent. La probabilité c. de la condamnation, que nous 
considérons, sera indépendante de A:, et égale à U,, ou un peu moindre 
que i- 

(1^2). En supposant toujours que le jary soit composé d'un nom- 
bre quelconque /l'de jurés, concevons maintenant que pour cbaque 
juré, la chance de ne pas se tromper puisse a^joir un nombre v de va- 
leurs différentes et inégalement probables. Soient x,, x., x^, . . . . x,, 
les valeurs de ces chances pour un premier juré; x/^ xj, xj, . . . .x/^ 
poiir un seocMid juréj x^\ x/, a?s^ .... x/, pour un troisième 
juré; etc. Désignons, en général, par X,., X^/, X,,/', etc., les probabi- 
lités que les ichances Xi,Xi/^ Xiil'f etc., aurp^tlifeu, et qui #eront aussi 
les prohi^ilités des chances correspondantes i — x/ , i •^- x./, 
I — ^îil'9 etc. Comme une des chances x,, ^^^ t^i; • • • • <^f / ayn» 
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Heu certainement; qu'il en sera de même à Tégard de lune des 
chances a:/, a:.', x^^ .... x'\ ainsi que pour l'une des chances x/', 
Xg , x^'^ • • . . x/'; et ainsi de suite, on devra avoir 

X, -f- X, + X3 + . • . • + Ay ^ I , 

X, -f- X, + X3 + .... -f- Xy = I , 
X, + X. "4" ^3 + .... + Xy = I ; 
etc. 

Si donc, on fait 

XiOr, + ^v^% -f- XjjCj + .... + X,x, = tty 

A.^ Xi ^f* Ag JT^ *f" A3 M^li ~|" .... "f~ Jm.y JCy SSÏ £^ j 
Xg iS^i *j" X^ ^g •!" X3 «5C3 "T* .... "T" Xy «Ty ^IS £^ j 

etc. , 
on aura , en même temps , 

X, (i — jc, ) -I- X. (1 — X. ) +. ...+ X, (i — X, ) =z=i — tt, 
X/ (1 — x/) + X.' (1 — x:) +.-.•+ X/ (i — x/) =!—«', 

x/(i - x/0 + x/(i — x/o +....+ x;'(i - x:) = I -«% 

etc. ; 

et M, i^^ li'f etc. , seront les valeurs moyennes des chances de ne pas 
se tromper, pour le i*% a', 5*, . • .juré, e\ i — a, 1 *— «', 1 — «", etc., 
les valeurs moyennes de leurs chances de se tromper. 

Gela posé, la probabilité qu'aucun des n jurés ne se trompera , cor- 
respondante aux chances x^, x\,^ af'if,^ etc., de ne pas se tromper, sera le 
produit "de ces chances et de leurs probabiiités respectives X,, X'^/ , 
X'V 9 etc.; en la désignant par II, on aura donc 

n =s ♦XiX',vX",r,etc.Xi*rV«3tVetc- 

Soit P la probabilité qu'aucun juré ne se trompera, quelle que soit 
celle de ses chances possibles de ne pas se tromper, qui aura lieu. Par 
la règle du n* 10, P sera la somme des nv valeurs de II que Ton obtien- 
dra, en y mettant successivement chacun des nombres i, a, 3, .... y, 
à la place de chacun des n nombres / , f^ î\ etc. Or, il est facile de 
voir que cette somme sera le produit des n moyennes tt, v!^ //', etc. ; 

43.. 
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en sorte que Ton aura 

F =; uulii* etc. 9 

quels que soient les nombres n et v. 

Relativement aux chances quelconques x,j x\,^ or'V» et<^-y ^^ ^^ P^ 
sç tromper y la prababilité qu^un seul juré se trompera, se déduira 
de n en y remplaçant x, par i —or, si c'est Te premier juré, x',-' par 
j — - x'i, si c'est le second , etc. En appelant II' la probabilité totale 
qu'un seul juré se trompera , correspondante à ces chances Xi , x\'f. 
x'Vy etc., on aura donc 

n' = X,.X'i,X^« etc. [(i — x^x\,x'\n etc. -f- ^i(i — ^«0 3é\. etc. 

'^xflfii (i — x",.ir) etc. H- etc.]. 

Si l'on désigne ensuite par P' la probabilité qu'en ayant égard, pour 
chaque juré, à toutes les chances possibles de ne pas se tromper, il y 
aura un seul juré qui se trompera , F sera la somme des hf valeurs 
de n' que l'on obtiendra en y mettant successivement pour chacun 
des n indices f, î', i\ etc., tous les nombres i, 2, S, ... . f; et il est 
facile de voir que cette somme ne dépendra que des moyennes u^vt^ 
vl' f etc. , et aura pour valeur 

F = (i — uyu' etc. + M(t -. a')i/'etc. + 111/(1 — n") etc. + etc. 

En continuant ainsi, on parviendra à cette proposition générale 1 
La probabilité que parmi les n jurés, 71 -— i ne se tromperont pas, et i 
se tromperont , sera la même que si la chance de ne pas se tromper 
n'avait qu'une seule valeur possible pour chaque juré, savoir^ u pour 
le premier juré, 1/ pour le second, u" pour le troisième,. etc. Par 
conséquent, si ces chances moyennes m, u\ ii\ etc., sont inégales, 
les diverses probabilités d'une condamnation à des majorités données, 
et celles de la culpabilité du condamné, se détermineront par les règles 
du n* 116, étendues à un nombre quelconque n de jurés. Si elles sont 
toutes égales entre elles, les probabilités dont il s'agit s'exprimeront 
au moyen des formules (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10), en y mettant 
pour u la chance moyenne commune à tous les jurés. 

On se représentera avec précision la possibilité pour chaque jure, de 
plusieurs chances inégalement probables de ne pas se tromper, en con- 
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ceyant qae la liste sur laquelle chaque juré doit être pris, soit divisée 
en un nombre y de classes de personnes , telles que toutes les person- 
nes d'une même classe aient une même chance de ne pas se tromper : 
pour la liste sur laquelle le premier juré doit être pris, soient x. 
cette chance correspondante à Tune des classes, et X,- le rapport du 
du nombre de personnes de cette classe au nombre de celles qui sont 
portées sur la liste entière; la chance que ce juré ne se trompera pas, 
sera Xi s*il appartient à cette classe, et X^ sera la probabilité que cela 
aura Heu , c'est-à-dire la probabilité de cette chance Xi. Si le second 
juré doit être pris sur une autre liste ^ et que x'i* soit la chance de ne 
pas se tromper, pour les personnes de l'une des classes de cette liste , 
et X'.-/ le rapport de leur nombre à celui des personnes portées sur la 
liste entière, xV sera ta chance que le second juré ne se trompera pas 
sll appartient à cette classe , et XV 1^ probabilité qu'il en fera partie, 
ou la probabilité de cette chance a?V| et ainsi de suite, pour tous les 
autres jurés. Les jurés, d'une session de cour d assises, étant pris au 
hasard sur une même liste, formée de toutes les personnes qui peu- 
vent être jurés dans le ressort de cette cour, il s'ensuit qu'avant le ti- 
rage an sort, les chances moyennes ii, m/^ m", etc., sont égales entre 
elles. Leur valeur commune peut d ailleurs n'être pas la même dans 
les ressorts des différentes cours ; et cela étant , s'il y avait des affaires 
où le jury dût être composé d'un juré pris dans une partie déterminée 
du royaume, un second dans mie autre partie, etc., ce serait le cas où 
les moyennes u, u!y s/, etc., pourraient être différentes. Miiis, dans 
tous les cas, oa ne doit pas confondre ces chances moyennes qui ont 
lieu avant le tirage des jurés, avec les chances de ne pas se tromper, 
propres aux jurés que le sort aun désignés, quand le tirage sera effec- 
tué ; nous reviendrons tout à l'heure sur cette distinction essentielle. 

( t aS). & le nombre v des chances possibles x, , or», Xj, etc., est in- 
fini, la probabilité de chacune d'elles sera infiniment petite. Soit 
alors Ikdx la probabilité que la chance de ne pas se tromper, pour un 
juré pris au hasard sur une liste donnée, sera égale à x ; soit aussi u la 
moyenne de toutes les chances possibles, en ayant égard à leurs pro- 
babilités respectives ; la somme qui doit être égale k l'unité, et celle 
qui doit former la valeur de li, d'après ce qui précède, se changeront 
en des intégrales définies, prisesdepuis jtsso jusqu'à x=s i; en sorte» 
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què Toii âtira 

I Xd[r=i, / arXrfa: = w. 

La quantité positive X pourra être une fonction continue ou* discon- 
tinue de .r, entièrement. arbitraire, pourvu quelle satisfasse à la pre- 
mière de ces équations : pour chaque expression donnée de X, il y aura 
une valeur numérique de u, tout-à-fait déterminée; mais à chaque va- 
leur dotinée de m, correspondront une infinité d'expressions différentes 
de X, ou de lois différentes de probabilités. 

Lorsque toutes les valeurs de x, depuis zéro jusqu a Tunité^ seront 
également possibles, la quantité X sera indépendante de x, et devra être 
Ttinité pour satisfaire à la première des deux équations précédentes j en 
vertu de la seconde, on aura alors w= j. Si cette quantité X est crois- 
satite depuis xsszo jusqu'à j:= i, de manière que la chance qu'un 
juré ne se trompera pas, soit elle-même d'autant plus probable qu elle 
approchera davantage de la certitude; si, de plus,;X croit uniformé- 
ment, on fera 

X z=: ax + C; 
et et € étant des constantes positives. On aura alors 

d'où Ton tire 






etx; 



ce qui exige que l'on n'ait pas a > 2. Il en résultera 



« a= -H et; 



en sorte que la chance moyenne ne pourra par estcéder j, ui être 
moindre que i , qui répondent à «e t=s a et a ss o. 

Supposons encore que X varie en progression géométrique, pour 
des accroissemônls égaux de x; et prenons 



X =^ -^ --' 



e^—ï 



« . 
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valeur qui satisfait ii la condition T^ T^dx = i , quelle que soit la 

constante a, et dans laquelle e est, à l'ordinaire, la base des loga- 
rithmes népériens. Nous aurons 



I I 

u = -n — Zf 



d'oix l'on conclut qu'en faisant croître a depuis flt = — oo jusqu'à 
A = 00 y la chance moj^enne u sera susceptible, dans ce cas, de 
toutes les valeurs possibles , depuis i^ = o jusqu'à u =z i : pour 
flt = — O0y£e==:o, £( = 00, on aura i^ = o, 14 = ^, m =51. 
Si les diverses chances de nç pas se tromper doivent être renfermées 
entre des limites plus étroites que zéro et l'unité; par exemple, 
si la chance a: ne doit pas s'abaisser au-dessous de j, et, en outre, 
si au-dessus de 7, toutes s^s valeurs doivent être ésalen^nt possibles, 
on prendra pour X une fonction discontinue , que l'on déterminera 
de cette manière. Je désigne par e une quantité positive et de gran- 
deur finie, mais tout-à-fait insensible; soit^or une fonction qui varie 
très rapidement depuis x = -^ -* c jusqu'à jc = j, qui s'évanouisse 
pour toutes les valeurs de x, comprises depuis x=Oj usqu'à x^i^-^e, 
et qui ait pour valeur une constante donnée g, depuis x s=z ^ jus- 
qu'à Ars= i; cela étant, je fais 

X cajx. 

Par la nature de cette £oBi*u>nfx, oa aura 

1 

a 

à cause à»f^ \dx sa i , on aura donc 

I 

ce qui eiigera que g ne surpasse pas a, puisque fx ne peut avoir 
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I 

que des valeurs positives. Dans l'intégrale jx ^ xfxdx, on pourra, 

en-dehors de Jx , regarder x comme une constante égale à ^ ; on 
aura donc aussi 

I 

et en observant qu'on a 



- — • 



J xfxdxsssj xfxdx + fi^ xfxdx'^ j^ xfxdx^ 



on eq cpnclqra 

ou bien, en réduisant, 

Par conséquent , dans ce cas , la chance moyenne ne pourra pa9 ez^ 
céder u^=s\^ qui répond à g= 21, ni être moin4re que ^ =?: -^^ qui 
répond à g s= o. 

On pourrait faire ainsi une infinité d'hypothèses différentes sur la 
forme de la fonction X. Si Tune d'elles était certaine , la valeur cor- 
respondante de la chance moyenne u le serait aussi ; si , au contraire , 
elles sont toutes possibles, leurs probabilités respectives seront infini- 
ment petites, et il en sera de même à l'égard dçs diverses valeurs de 
la chance moyenne qui résulteront de ces hypothèses. Le dernier cas 
aura lieu , lorsque les valeurs différentes dont est susceptible la chance 
qu'un juré ne se trompera p^, noi^ seront inconnues, et que nons ne 
connaîtrons même pas la loi de leurs probabilités, de sortç que nous 
puissions faire sur cette loi toutes les suppositions possibles , qui don- 
neront à la chance moyenne des valeurs inégalement probables. Alors 
en représentant par ^udu la probabilité infiniment petite que cette 
chance sera égale à u précisément, 911 ser^i une fonction continue ou 
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discontinue, telle que Ton dt j pudu:=si, et susceptible des mèmeR 

i^marques que l'on vient de faire relativement à X. 

(i!a4). Les formules précédentes donneraient les solutions complètes 
de toutes les questions relatives à l'objet de ce chapitre » si avant le 
jugement, la probabilité k de la culpabilité était cdnnue, et que Ton 
connût aussi, pour chaque juré et dans chaque afifaire, la probabilité 
qu'il ne se trompera pas ; ou bien, si cette chance de ne pas se tromper 
a plusieurs valeurs possibles, il faudrait que toutes ces valeurs fussent 
données, ainsi que leurs probabilités respectives; ou bien encore, 
quai;id ces valeurs sont en nombre infini et ont chacune une proba- 
bilité infiniment petite , il serait nécessaire que nous connussions la 
fonction qui exprime la loi de leurs probabilités. Maïs aucun de ces 
éléments indispensables ne nous est donné à priori. Avant que l'accusé 
paraisse devant le jary, sa mise en accusation et la procédure qui la 
déterminée, rendent sans doute sa culpabilité plus probable que son 
innocenoe; il y a donc lieu de croire que k surpasse j, mais de com- 
bien? Nous ne pouvons aucunement le savoir d'avance. Cela dépend 
de l'habileté et de la sévérité des magistrats chargés de l'instruction 
préliminaire, et peut varier dans les différents genres d'affaires. Nous 
ne pouvons pas i^on plu3 connaître, soit avant le tirage au sort sur la 
liste des citoyens qui peuvent être jurés , soit après ce tirage, la 
chance qu'un juré ne se trompera pas : elle dépend, pour chaque 
juré, de ses lumières, de l'opportunité qu'il attache à la répression 
de telle ou telle sorte de crimes, de la pitié que lui inspire P&ge ou 
le sexe de l'accusé , etc. ; toutes circonstances qui nous sont inconnues, 
et dont nous ne pourrions pas d'ailleurs évaluer en nombres, l'influence 
sur les voles des jurés. U est donc nécessaire, pour qu'on puisse faire 
usage des formules précédentes, d'en éliminer les éléments inconnus 
qu'elles renferment; c'est ce qui va maintenant nous occuper. 

(laS). Considérons le cas où la chance de ne pas se tromper est 
égale pour tous les jurés. On suppose qu'elle soit inconnue avant le 
jugement, et susceptible de toutes les valeurs possibles depuis zéro 
jusqu'à l'unité, et l'on représente par fudu la probabilité infiniment 
petite d'une valeur u de cette chance. Si cette valeur était certaine , 
c'est-à-dire si U chance de ne pas se tromper était certainement u pour 
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cbaqueJtttféyU probabilité qoeraccosë coupable ou ioiidpeut serait 
condamné par U'—i voix et absous par les i autres voix , aurait pour 
expression la formule (4); n étant le nombre total des jurés, et A: la 
probabilité, avant le jugement, de la culpabilité de Vaecusé. Par 
conséquent, la probabilité de ce partage de voix sera réellement 
égale à cette formule multipliée par ^udui et quand oe partage aura 
eu lieu effectivement, la probabilité que la chance de ne pas $e trom- 
per, commune à tous les jurés, a été £^, sera le produit de la for«- 
mule (4) et de (fudu, divisé par la somme des valeurs de ce même 
produit qui répondent à toutes celles de u, depuis m rs: o , jusqu'à 
us=s t (n* 4^} ; <le sorte qu'en désignant par eo^du cette probabilité 
infiniment petite, nous aurons 

[*«•"* (» — M)' + (t — *)«* (I — ll)--'3ftt 

U^l 555 ■ , 

J '[ittt»-« (i — uy + (!—*)«' (i — ii)»-»]ftiA 

en supprimant le facteur Nj de la fomrale (4), indépendant de u et 
qui serait coînmun au numérateur et au dénominateur de â>|. Si Ton 
représente par A| la probabilité que la chance u de ne pas se tromper 
a été comprise entre des limites données / et l\ cette quantité sera 
rintégrale de »idu, prise depuis u zszl jusqu'à u tss P; on aura 
donc 

k f tt"-'(i— lïy^iidM + (I— k) r u'(i— w)«-'fiMfa 

^.«-^^ï =^q . Oa) 

Dans le cas de n pair et d'un partage égal des voix, on a n ss a/, et , 
par conséquent, 

X^^Ji . 

en sorte que la probabilité A| est alors indépendante de A, dont elle 
dépend, en général, quand les voix sont «inégalement partagées; 
Lorsque deux valeurs quelconques de u également éloignées des ex- 
trêmes zéro et Tunité , ou de la moyenne tt ss ^ , sont paiement pro- 



SUR LA PROBABILITÉ IffiS JUGEMENTS. S47 

bMeSy de sorte qu'on ait ç (i •<«•«) sss ^, i! en résulte 

SiVù^ZfdfijpluSpl^^etP ssii'^l, on aura aussi 

«•-« (i — uypudti =s / II* (i — uY'^tpudu ; 

la formule (i j) deyiendra donc 

rr 






et sera encore indépendante de A, quels que soient les nombres n -^ i 
et { suivant lesquels la totalité des voix se sera divisée. 

En faisant /ssi etZ'ss x, dans la formule (12) , et en désignant 
par A'f ce qu'elle devient, il en résulte 



il / «■-*( I — Il)»^IIlfcl + ( I — . *) / II* (l — ll}"-*'^IMfa 

pour la probabilité que la chanee i< est comprise entre 7 et i , ou 
aurpaïae i* Si l'on &it de même / = oet fsz^^et qu'on représente 
par X'\ ce que devient la formule (1:2), on aura 

k f^ 11—' (1— u^fudu + (1 — *) f^ «' (1 — «)•-'# iM/tt 

Ar/ >/ o </ o 
I 771 Tm > 

k J !«■-« (I— iiy^iijtt 4. (i _ *) / M« (i — »)»-'çttdb 

pour la probabilité que u soit moindre que |. Or, la probabilité qu'on 
a précisément uss ^ étant infiniment petite , la sommoe de ces deux 
quantités A^ et A^ doit être l'unité | œ qu'on vérifiera immédiatement 
en observant que leurs dénominateurs sont ^nx f que k somum des 
intégrales multipliés par k k leurs numérateurs, est égalo à l'inlégrale 
multipliée par ib au dénomiMlettr , et quil e» est 4e même à l'égard 
des intégrales multipliées par i-m^k^ 

44.. 
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(136) La probabilité que la chance de ne pas se tromper pour 
chaque jaré a été égale à u dans un jugement oit n -* î jurés ont 
condamné raccûsé et les i autres Tout absous^ étant exprimé par cà^du, 
et la probabilité que l'accusé soit coupable après le jugement, étant 
la quantité Pi du n* 1 19, si cette chance était certainement u; il suit des 
règles des n*' 5 et 10, que la probabilité de la culpabilité aura pour va- 
leur complète rintégrale du produit /7|Ctf|e/i^, prise depuis ttsso jusqu'à 
u =z i. Donc, en la désignant par Çi, et ayant égard aux expi^essions 
de ûij et de p^ , nous aurons 

(.= -TH —r-r . («5) 

k I M»-'(i — uYçudu 4- (i — . A) / m'(i — II)*-' çudu 

Cette probabilité f j sera zéro ou Tuulté en même temps que k. En 
mettant son expression sous la forme 

Çj — 'ï -1 TH 7m » 

k J «•-' (I — uYfudu + (i — A) / ii'(i <— uy-^fudu 

on voit que pour toute autre valeur de A: , la probabilité que l'ac- 
cusé est coupable, après le jugement, sera plus grande ou plus 
petite qu'auparavant, selon que la première des deux intégrales 

/; i^'ii - uy ipudu et/; «•(. - a)-'^*«fe sera plas grande oa 

plus petite que la seconde : quand elles seront égales, ce qui aura tou- 
jours lieu dans le cas de n^si^i et dans celui de ^(i — tt) = ^£i, on 
aura Ç^i = Ar^ et, en effet , la probabilité que l'accusé lest coupable ne 
peut être anconement changée par un jugement dans lequel les voix 
se sont partagées également, non plus que par un jugement dans le- 
quel les valeiirs i^ et i-*- 1^, ou ^ d= {- ( i-^ ^m), de la chance de ne pas 
se tromper, sont supposées également probables; 

Dans tont autre cas, ^1 né dépendra pas seulement, comme p^y de 
la majorité m ou n — aik laquelle le jugement a été prononcé, et de 
4a quantité A; la valeur de H^i dépendra atissi du nombre total n des 
jurés et de la loi de probabilité des chances de pas se tromper) ex- 
primée par la fonction ^. 
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Ainsi, par exemple, si ane condamaation est pronooeée à uae seule 
Toix de majorité, pamn jury composé de aoi jurés; ou bien, si Taccusé 
est coodamué, dans un autre cas, par un seul juré , et qu'on soit certain 
que la chance de ne pas se tromper a été égale pour ce juré unique et 
pour chacun des ao 1 autres jurés, la bonté du j ugement aura exactement 
la même probabilité dans les deux cas : seulement , dans le premier 
cas, si cette chance diffère notablement de -;, l'événement observé 
sera un fait extraordinaire , ou dont la probabilité sera très faible , et 
qui arrivera très rarement ; et si cette chance de ne pas se tromper est 
égale à I , la probabilité de ce premier cas sera un peu au-dessus de un 
neuvième , d'après l'expression de for^ du n" 11 9. Mais si la chance 
que chaque juré ne se trompera point, ne nous est pas connue avant le 
jugement , et que nous la déduisions du jugement même qui a été pro- 
noncé, la culpabilité de l'accusé est beaucoup moins probable, lors* 
qu'il est condamné par lOi jurés et absous par 100 autres , que s'il n'y 
avait qu'un seul juré par lequel il eût aussi été condamné ; non pas que 
te jugement de loi personnes contre 100^ soit moins bon en lui- 
tnème que celui d'une seule personne; mais parce que le partage de 
201 voix en deux nombres qui ne diffèrent que d'une unité, rend 
très probable que la chance de ne pas se tromper a été peu différente 
de ~ , sans doute à raison de la diflfieulté que l'affaire présentait, 

(137). Afin de se former une idée précise de la signification qu'on 
doit attacher aux formules (12) et (i3)^ il faut supposer une. personne 
qui ait, avant le jugement du jury, une certaine raison de croire 
l'accusé coupable, exprimée pai" la probabilité h; qui ne connaisse 
aucun des n jurés, ni l'affaire qu'ils ont eu à juger; et qui sache s^|^ 
ment qu'on les a pris au hasard sur la liste générale. Pour cette pR> 
sonne, la prc^bilité qu'un juré ne s'est pas trompé dans son vote, 
est égale pour tous les jurés (n* 1 23), mais inconnue; avant le jugement 
elle peut supposer à cette inconnue u, toutes les valeurs possibles de- 
puis a=o jusqu'à tt= i : par des considérations quelconques que nous 
n'examinons point ici, la probabilité infiniment petite que la personne 
attribue à la variable iiest exprimée par ^udu; et ^u est une fonction 

donnée qui doit satisfaire à la condition f (pudus=: i , puisque la va- 
leur de u est certainement contenue entre les limiter de cette intë^ 



I^ll 



550 

grale : après que ie jugement est prammc^ et la persaone sadiant que 
Faccosé a été absous par / voix et condamne par les n—- î autres^ 
cette connaissance est une nouvelle donnée d'après laquelle il y a, pour 
cette personne, la probabilité A^ que la chance u de ne pas se tromper 
a été, dans ce jugement, comprise entre les limites let t pour tous 
les jurés. La raison de croire à la culpabilité de l'accusé a aussi angr 
mente ou diminué : la probabilité kqui l'exprimait avant le jugement 
est devenue Ci après qu'il est rendu ; elle serait différente pour une 
autre personne qui aurait d'autres données sur la question ^ et l'on ne 
doit pas la confondre avec la chance môme de la culpabilité. Celle-ci 
dépend de A:, et de la chance de ne pas se tromper, propre à chacun 
des jurés qui ont concouru au jugement , différente pour les diffé* 
reuts jurés, d'après leurs divers degrés de capacité et la nature de 
l'affaire soumise k leurs décisions. Si les valeurs numériques u, ulp 
ti\ etc. , de cette chance, nous étaient données pour tQus les jurés, 
ainsi que la valeur de A: , la ci^nce véritable de la culpabilité de l'acr 
cusé après le jng^nent, se calculerait par les règles du n* ^16, éten- 
dnes au cas de n jurés; mais l'impossibilité de connaître ces valeurs 
fi priori, rend également impossible l'application de ces règles. 

$i l'on sait seulement que l'acemé a été condamné è la majorité d'ai^ 
moins m ou n-^aî voix, de sorte qu'elle ait pu être de m+2^ 
iit-f-4i * * • * voix, jusqu'à l'unanimité ; et si l'on représente, dans ce cas, 
par Y. la probabilité que la chance de ne pas se tfx>mper , commune à 
tons les jurés, a été comprise eptre les limites f et /, et par Zi la pror 
habilité que le condamné soit coupable, on obtiendra 1^ expressions 
^ÊÊfi et Z. par le même raisonnement que celles de A/ et Ci, mais en 
faisant usage des valeurs de Ci et P.- (n** 1 1 8 et 1 ao), au lieu d'employer^ 
comme nous l'avons fait pour parvenir aux formules (la) et (i 3), les 
Valeurs de y g et pi. De cette manière , on aura 

'"~ ""Tm 7m » 

k I ViPudu + (i — k) I \,€itdu 

-'" ^, •'• )(«4) 

k I V/Êutbi 

z= •'• 



A/;u.^i«fa+(.--Â)/;y, 
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On pmfnit géaéniiaer ce8 expresâooBf ainsi qae les formules (12) 
et (i 3)^ et les étendre au ces oii Ton. saurait qu'une partie n' des n jures 
a été prise au hasard $ur une premièra liste, une autre partie n" sur 
une autre liste, etc* ; et où iW supposerait que pour la première liste, 
une valeur iif de la chance moyenne de ne pas se tromper a une 
probabilité ^'u!M\ que pour la seconde liste, ^Vdlr^'' est la prelnbi-i» 
lité d'une valeur if de cette chance moyenne ; et ainsi de suite. Mais 
cette extension ne présentant ni difficulté, ni application utile, nous 
nous dispenserons d'écrire les formules compliquées auxquelles elle 
donnerait lieu. 

(128). Quand i et n^-^i seront de très grands nombres, il faudra 
avoir recours à la méthode du n* 67 pour calculer les valeurs appro- 
chées des intégrales contenues dans les formules (ia), (i5), (14). 
Je considérerai d'abord celles que renferment les formules ( i ^ ) 
et (i5). 

Depuis ii=:o jusqu'à iisssii le produit ii*^t*— 11)' n'a qu'un seul 
maximum; je représenterai par € sa valeur, et par a celle de U k la-i< 
quelle il répond; on aura 

^_a-i f ^ *> - «y ^* 

Je fais ensuite 

ou bien , en passant aux logarithmes 

â:*sslog€-^(ii — i)Iogii — ilog(t —a). 

La variable X croltrt continueUement depuis jrss-—oD jusqu'à xssoo ; 
les valeurs x ss «^ eo , â?sso, x asod , répondront à « ss o, us=a, 
utm I ; et ks limites, de l'inl^nde relative à x serontc^ge , quand 
edles qui aeiapporlaîentàM étaient séro et l'îimtéw Bngéoéral, sifon 
oppdieA et hf les. limites relatives à x, coerespôndantea è des Umilt» 
letV relatives kupoa aura 
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d'après les râleurs précédentes de f et de ^*é Lorsque / et V surpasse-^ 
ront «, les valeurs de A et A' deyant alors être positives, on prendra les 
signes supérieurs devant les radicaux; on prendra les signes inférieurs, 
quand / et V seront moindres que ot ; et quand on aura l^aet t^a, 
on prendra le signe supérieur devant le second radical et le signe in- 
férieur devant le premier, afin que la valeur de X soit négative etqu« 
celle de A' soit positive. 

Pour exprimer u en série ordonnée suivant les puissances de ^, 
soient y, y\ y, etc., des coefficients constants, et faisons 

«5= « -f- >^ -f- y^c* H- >"ar' 4- etc, ; 
en ayant égard aux valeurs de «, ^, x^^ il en résultera 

^* = aixn"- (>^ + >'^* + y^* 4- etc 0* 

en égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux 
membres de cette équation, on en déduira les valeprs de y^ y\ y^ etc. , 
au moyen desquelles, on aura 

et, en même temps. 



Si la fonction ^u ne décroît pas très rapidement de part ou d'i 
la valeur particulière et de u, on pourra , après y avoir substitué cette 
valeur de tt en série, développer aussi ^i^ suivant les puissances de Utt-a, 
et par suite, suivant les puissances de jr; on aura, de cette manière, 

^ = ^ + [x v^5-.lc.] ^+ J [x v/^3_u:. J ^ + .te 
Au moyen de ces diverses valeurs , ' Fexpression en série de 
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i «■^'( I — lif^udu renfermera les inténfkles prises depuis jc = — oo 

jusqu'à or ^ 00 , de la différentielle er-'^dx multipliée par des puis- 
sances paires ou impaires de x ; les intégrales relatives aux puissances 
paires auront des valeurs connues, les autres s'évanouiront ; et les nom- 
bres I et /i— • I étant du même ordre de grandeur que n^ la série dont il 
s'agit se trouvera ordonnée suivant des quantités de Tordre de petitesse 

de -4= » — 7~ f 7^ 9 6^c- En nous arrêtant à son premier terme . et 

e^*^dx est égale à y^, nous aurons^ 

—• 00 

d'où Fou conclut aussi 



par la permutation des nombres i et n — u 

Si l'on désigne par S' une quantité positive et très petite par 
rapport à \/n ; que Ton fasse 



et qu'on développe en séries les logarithmes contenus dans les ex- 
pressions de A et A', on trouvera A = — J^ et A' = J^, en négligeant 

les termes de l'ordre de petitesse de -^. D'après cela, on aura 



aux quantités près de Tordre de -. A mesure que i" augmentera, cette 

intégrale relative à x s'approchera d'être égale à ^^; pour qu'elle 
en diflere très peu , il suffira que cT soit un nombre tel que % ou 3. 

45 
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Pour des limites l ou /' qoî seroat toutes deux uotablemeot plus gran-* 

des ou plus petites que ^^-^^'intégnXe relative à u serait sensiblement 

nuUe. 

Eo désignant par ê une quantité positire et très petite pirr raj^rt 
k v/^9 et faisant 






noQS aurons de même 



Pour des limites l et t, toutes deux notablement plus grandes ou plus 
petites que - , la valeur de cette intégrale relative à u serait sensible- 
ment zéro. 

Si les fractions -^^ et - différent notablement l'une de Tautre , les 
premières des valeurs précédentes de / et 1% différeront de même de la 
valeur - de u qui répond au maximum de iif( i -*- u)^^ » ce qui ren- 
dra sen»blement nulle l'intégrale j «'( i •— * uY^*^udu correspon- 
dante à ces limiteSi et , en même temps, les dernières de ces valeurs 
de / et r difiereront ausâ notaUemettt de la valeur — ~ dt u rela- 

n 

tive au maximum de mM( ï —a)*, ce qui rendra aussi à très peu près zéro 
rintégrale f a*^'(i -^uf^udu^ qui répond aux autres limites. 

(129). En substituant dans la formule (iS) les valeurs approchées 
des intégrales qu'elle contient , et supprimant le» iaetfars communa^ 
au numérateur et au dénominateur, il vient 
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pour la probabilité qu'un aocusé est coupable, quand il est condamoé 
à la majorité de m ou /i—» aï voix, par un jury composé d'un très 
grand nombre n de jurés. On voit qu'elle dépend du rapport de i k n^ 
ou, si l'on veut du rapport de /i~-i k i, et non pas de la différence de 
ces nombres, comme la probabilité /^i-qui a lieu dans le cas où la 
chance u de ne pas se tromper est donnée à priori (n^ 1 19). Par exem- 
ple, si l'accusé est condamné par 1000 voix et absous par 5 00 voix, 
dans un jury composé de i5oo jurés, ou bien s'il est condamné par 100 
voix et acquitté par les 5o autres, quand il y a i5o jurés, la probabi- 
lité^, est la même et la probabiliy p^ très difGérente dans ces deux cas. 
Au contraire , le second jury et sa décision restant les mêmes , si le 
premier jury était composé de io5o jurés^ dont 55o eussent condamné 
l'accusé et 5oo l'eussent absous, ce serait pi qui ne changerait pas et Ç. 
qui pourrait beaucoup changer. 

L'aocusé étant condamné, ■ "" surpasse - et -est moindre; or, 

si Ton suppose qu'au-dessous de £/ s= 7 , la fonction tpu soit sensible- 
ment nulle, c*est-ji-^ire si Ton regarde comme tout-h-fait invrai- 
semblable, une chance moyenne de ne pas se tromper, qui tomberait 
au-dessous de ^« ou serait moindre que celle de se tromper; et si, de 
plus, la fraction k n'est pas très approchante de zéro, on pourra 
négliger le second terme du dénominateur de Çi par rapport au pre- 
mier ; d'où il résultera Çi = i , ou , du moins , une probabilité Çi très 
approchante de la certitude. 

Au moyen des valeurs a[^n>chëes des intégrales contenues dans la 

formule (la), et en supposant que les fractions ^^^^ et - ne soient 

pas très peu différentes Tune de l'autre , on aura 



Ai = 






pour la probabilité que dans le jugement raidn contre l'accusé, la 
chance u de ne pas se tromper, commune à tous les jurés, a été com« 
prise entre les limites 



M iDiii»<ii 
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Dans la même hypothèse , qui rend nulle une des deux intégrales que 
renferme le numérateur de la formule (la), on aura 

pour la probabilité que cette chance a été renfermée entre les limites 



n =»= • V — S^- 

On peut donner à J^ et €, des valeurs assez grandes sans être très con- 
sidérables , pour que les intégrales relatives à x diffèrent très peu 

de v/^ ; ^ors la somme de ces deux valeurs de A| différera aussi très 
peu de l'unité ; et il sera à très peu près certain que la chance moyenne u 
a été comprise, soit entre les premières limites, qui s'écartent peu de 

la fraction —^^ supérieure à - , soit entre les dernières, qui s'écar- 

tent peu de la firaction - moindre que -. Si Ton suppose ^ T- j insensi* 

ble ou négligeable par rapport à ^ \~~\ ^^ second cas sera exclu , 

et Ton pourra regarder comme à peu près certain que la valeur de u 

s'est très peu écartée du rapport — ^^^ , ou , autrement dit , que les 

chances ci et i — u de ne pas se tromper et de se tromper, ont été 
entre elles comme les nombres n — i et i des voix de condamnation 
et d'acquittement. 

n semblerait, d'après cela , que la probabilité Ci au lieu de se ré- 
duire sensiblement à l'unité, devrait différer très peu delà valeur dep^ 

relative à « =s , Mais il faut remarquer que la probabilité /?j ré- 

pondant au cas où la chance u n'a certainement qu'une seule valeur 
possible ; pour (aire rentrer ce cas dans celui auquel répond l'expres- 
sion de Ci , il faudrait supposer que fii n'a de valeurs autres que zéro^ 
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que dans une étendae infiniment petite de part et d'antre de la valeur 
possible de u, et qu'elle. décroît très rapidement près de cette valeur ; 
or^ l'analyse du numéro précédent suppose essentiellement^ comme 
on l'a vu , que (pu ne varie point ainsi de part ou d'autre de la valeur 

-^- de u; par conséquent l'expression de }^, déduite de cette ana- 
lyse , n'est point applicable au cas auquel répond l'expression de pi du 
n* 119. On peut d'ailleurs observer que celle-ci est comprise dans la 
formule (i3). En effet, si l'on représente, en général, par (^ la seule 
valeur possible de u^ et par }i un infiniment petit positif; et si Ton prend 
pour fu une fonction qui soit nulle pour toutes les valeurs de u, 
non comprises entre i^=F>i, les limites des intégrales que contient 
la formule (i5) se réduiront à i^qpYi; dans leur étendue, les fiacteuç 
t^^^i — «y etM'(i — m)""' seront constants; en les faisant sortir hors 

des signes /, et supprimant ensuite Fintégrale f (pudu qui se trou- 
vera facteur commun an numérateur et au dénominateur de la for- 
mule (i3), elle coïncidera avec la formule (7) appliquée à m= p« 

■ • 

Si les deux fractions ~ et - ne différaient pas sensiblement l'une 

de l'autre, et que l'on prit £ =: J^, les valeurs précédentes de A| se rap- 
porteraient aux mêmes limites de la chance u; mais leur valeur com- 
mune différerait des précédentes, et serait indépendante de A: et égale 

à --p. j er**dx^ parce que, dans ce cas particulier, les deux inté- 
grales contenues au numérateur de la formule (la) sont sensiblement 
égales , ainsi que celles qui se trouvent à son dénominateur. 

(i3o). Pour déterminer les valeurs approchées des intégrales que 
renferment les formules (14)9 il Êiudra exprimer celles de Uget Vf au 
moyen des formules (i i). 

La première de celles-ci ayant li^ quand -^^ surpasse _. , et 

la seconde dans le cas contraire, il s'ensuit que la première subsistera 
depuis lisso jusqu'à u= a, et la seconde depuis tf =a jusqu'à « ssi , 

en prenant n pour /i + 1 et faisant -^^ = a. D'après l'équation qui 

détermine la quantité 8 contenue dans ces formules (i i), on aura 
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c'est-à-dire la même équation qu'on avait tout-à-llieure entre u et x, 
et de laquelle on tirera 

Mais 6 devant toujours être une quantité positive (n* i ^ i ), ses valeurs es- 
ront 8r=oo , 6=^0, 8^:^00 f pour u=::Oy l^^=a, ussi : la variable £< 
croissant depuis 2^=0 jusqu'à u = a, la variable 8 décroîtra depuis 
62^00 jusqu'à 8s=:o; et £^ croissant de nouveau depuis usscc jusqu'à 
u= t, cette même variable 6 croîtra depuis d=o jusqu'à 6 sssoo . 

# Cela posé, nous aurons, d après les formules (i i)# 



On obtiendra, en séries convergentes, les valeurs de ces intégrales, 
simples et doubles, relatives à 6, en substituant sous les signes / la 
série précédente à la place de u, son coefficient différentiel au lieu de 

^ , et développant aussi ^u en* série , ce qui suppose que cette fonc- 
tion ne varie pas très rapidement de part ou d'autre de la valeur par- 
ticulière a de u. Si Ton néglige les termes de l'ordre de petitesse de 

-, on fera simplement 

ai(n — du . /aiC» — ^ -, 



jé< ,1, , 

Le radical W '^T ^^^ susceptible du double signe dt; on prendra 

le signe supérieur dans 1«b intégvuies où la variable I est croissante, et 
le signe inférieur dans celle où elle est décroissante ; en changeant 
ensuite le signe de ces dernières, et intervertissant Tordre. de leurs 
limites, nous aurons 
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et en ajoutant ces ctenz formules , il en résultera 

f^JJ/pudu = 1 (pudu. 

En général, si Ton désigne par a et a^ deux valeurs de u telles que 
Ton ait a < ft et a, > a, et que Ton représente par b et b^ les valeurs 
positives de • <[ui répondent à ac=a et w=:a^, ou aura, au degré 
d'approximation où nous nous arrêtons , 

Par le procédé de l'intégration par partie^ on a d'ailleurs 
et, par conséquent > 

/;'u^i«/«:=/;w«-<^v/^(*'yr^''^-^^'"'^''''*)- 

Je mets actuellement V, àU place de U, dans les formules (i i), et j'y 
efaaage,en consëquence, uen i— «(n* n8).La première aura lieu quand 

^ surpassera —r^ — :, c'est-à-dire depuis aass i — « jusqu'à » = i , en 

prenant n pour n4- i, «t £ûsant toujours etsss-^. La seconde sub- 
sistera depuis a=o jusqu'à «s= i — a. En repr&entant par 9' ce que 
devient 6 par le changement de u en i — u; et continuant de négliger 



V 
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les termes de Tordre de petitesse de - , nous aurons d'abord 



et y par conséquent, 

Ensuite, si a! et a\ sont deux valeurs de u telles que Ton ait a'< i — « 
et a',> I— «t, et si l'on désigne par b' et b'^ les valeurs positives de fi", 
tirées de l'équation 



et qui répondent k uzsze^ et u =:a\j on aura aussi 



fj^ v^»fc=»(.-)v/-^(*;/.V-<*+i-i^.-)' 

(i3i). Les valeurs approchées des intégrales contenues dans les for* 
mules ( 1 4) étant ainsi déterminées , nous aurons 



k I çudu 



J m. J O 

pour la probabilité que l'accusé est coupable, après qu'il a été condamné 
par un nombre de voix au moins égal à n-— i, dans un jury d'un très 

grand nombre n de jurés. Le rapport a ou -^ étant alors plus grand 
que -, si Ton suppose la fonction (pu insensible ou nulle pour les va- 
leurs de u moindres que^-, l'intégrale / (pudu le sera aussi, et si 
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k n'est fàs nue très pelile fraction, la vateaf de Z, sera sensiblement 
^ale k rnnilë. Dans le cas de f(i— 'u)=^ii ponr tontes les yalenrs 
de u, on anra 

ce qni rédnira la valeur de Z^ à k^ comme cela doit être. 

Si Ton prend a as i — « et a'^ =s a , les valeurs correspondantes b 
et b'^ de et 0" seront égales; en les désignant par c et ayant égard 
à ce que a représente, c sera la quantité positive déterminée par 
réquation 

{n — i/ 1*-' s i' (n — I )--'(r--* ; 
on aura 



d'où il résultera 

pour la probabilité, dans la condamnation dont il s'agit, que la chance u 
de ne pas se tromper, commnne & tous les jurés, a été comprise 

entre i — « et a^ c*est4i-dire entre - et — ^ • Cafte probabilité 

est très faible à cause du &ctenr très petit \/~^^^ • H ^^^^ 

suit quil est an contraire très probable que la chance u a été, ou 
plus grande que a , ou plus petite que i -— a. 

Pour le vérifier, je prends a^sssi et a/:=i, les valeurs corre^ 
pondantes de et 6' sont &^ssqp et &/:=qo; il len résulte 
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si, de oette deraièxe int^;^e^ oa ratvMicbe la Talevr prétëdente 

do r* YiÇuduy il vient 

et , aa moyen des valeurs de j V/pudu et f ^\/pudu , cm aura 

*i — 7Î7 A%,-^ — """ ^ 

pour la probabilité que la chance u était comprise entre uxsxa ^ 
ussi , ou supérieure à a. Je prends aussi asso et a'=o ; on aura 
6 s= 00 et 6' = 00 ; il en résultera 

de cette dernière intégrale^ je retranche la valeur précédente dé 

/Vi^udu, ce qui donne 

l],^udu et / Yfiudu, on conclut 

o «/ o 



pour la probabilité que la chance u a été comprise entre u =: o et 
£<= I — a, ou inférieure à i -— a. La somme des deux dernières va- 
leurs de Yj est à très peu près ^ale à Tunité; ce qu'il s'agissait de 
vérifier. Quand les valeurs de (pu, relatives k u^i, sont nulles ou 
insensibles I la dernière- valeur de Y/ est très petite, et la précédente 



SUR LA PROBABILITÉ VBB JUGEMENTS. 565 

1res peu diffëre^e de la certitade» Dans tous les cas, la somme des 
trois valeurs de Y, qu'on vient de calculer est , comme cela doit être , 
égale à un. 

(iS:i). Lors même quQ le nombre n des jurés est très grand, on est 
donc obligé , d*après ce qui précède y de faire une hypothèse sur la 
fonction (pu^ ou sur la loi de probabilité des chances de ne pas se 
tromper, pour pouvoir conclure la probabilité qu'un condamné est 
coupable, des nombres ti-^i et i des jurés qui ont voté pour ou 
contre lui* A plus ibrte raison , eela est-il nécessaire, dans le ca^ ordi<- 
naire, où le nombre n n'est pas très coosidérable. 

L'hypothèse que Laplace a fiiite pour cet objet, consiste i supposer 
que la fonction fu soit zéro pour tont^ les valeurs de u moindres que 

- , et qu'elle ait une même valeur pour toutes celles de u qui sur- 
passent - ; ce qui revient à dire que toute chance de ne pas se trom- 
per moindre que la chance de se tromper est regardée comme impos- 
sible , et que les chances de ne pas se tromper plus grandes que celles 
de se tromper sont toutes également problables. Elle est permise; car 

on satisfidt i la condition J ^ucZei =si , de la manière qu'on a expliquée 
précédemment (n* laS) : la moyenne des valeurs possibles de u, ou 

/ tifiidu, serait alors comprise entre -et 7^ et dépendrait de la valeur 
defii, pour u^-. 

Dans cette hypothèse, (fu étant zéro pour u<-f e) une quantité 
constante pour i< > - , les limites des intégrales que renferme la fer- 
mule (i 3) se réduiront à usso et u as -; on pourra faire sortir pu 

hors des signes /; et comme on a 

1 

j - j 9 

cette fomrale deneodr^ 
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(._- .^ . , 

I 

krt^i^uydu + (i— Jt) r*«*-'(i— «y du 

a 

en supprimant le facteur constant ^«^ qui serait eomnrnn à son nu- 
mérateur et à son dénominateur. 

Laplace n'ayant point eu égard à la probabilité k de la culpabilité 
avant le jagement , il &ut, poor fiiire coïncider cette formule avec la 
sienne, supposer que cette culpabilité ne soit ni pins ni moins pro- 

bable que la non-culpabilité^ et fane, enconséquence , A=s - , ce qui 

donne 



On anrait donc aussi 






I 



ou bien, en effectuant les intégrations, 

' ^'"a-^A ^ I ^ i.a ^ i.à.3 ^ 

*4- i.n.n — !.. . .n— i + a 



••••••• 



i«a»v***«*** * 



)• 



(■S) 



pour la probabilité que Tacéusé n'est pas coupable, lorsqu'il a été 
condamné à la majorité de n-^ai voix dans un jury de n jurés. 

Cette dernière formule est, en effet, celle de Laplace (*). La 
quantité comprise entre les parenthèses, se compose de i + ' 



» '■ t ' 



(*) Preiaier tapplément à la Théorie mnafyîique des probaàiliiés , page 33. 
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termes, et se réduit k Tiinité dans le cfis de itsios d'où il résulte «-^, 

pour la probabilité de Terreur d'une condamnation prononcée à Tuna-» 
nimité. En ne prenant pas ^=7, et Taisant £â=o, on aurait 

quantité pins petite 00 pins grande que -7:^, selon que A: surpasse - 

ou est moindre. 

Dans le cas ordinaire de nssi^r, si Ton fait successivement 

î =3 o, SB I , ss 2, SB 5, 5=54» 3= 5, la formule (i5) donne les fi'ac-' 

tiona 

I i4 9» 378 1093 a3i8o 

Sigâ' 8iga' biga' 819a' 819a' 8igff* 

pour la probabilité de Terreur des condamnations prononcées par les 
rar jurés-, par ?i contre t, par 10 contre 2, par g cotatre 3/ par 8 
contre 4» p^r 7 contre 5. A la plus petite majorité, la probabilité de 

Terreur serait presque égale à - ; de sorte que* sur un très grand 

nombre d'accusés, condamnés à k majorité de sept voix contre cinq, 

il serait très probable que les deux septièmes n'auraient pas dû Tètre i 

ce serait à peu près un huitième à la majorité de huit voix contré quatre. 

En appKquant l'hypothèse de Laplace à la formule (la); désignant 

par / une quantité positive et qui n'flrcède pas - ; et faisant k^^f 
/ss:i, fxs--4-'/, on trouve 

a' a ' ' 



pour la probabilité qu^e la chance 11 de ne pas se tromper, qni n'a pas 
pu, suivant l'hypothèse, s'abaisser an -dessous de ^, a été comprise 
enti« ' et - -h /, dans une condamnation prononcée par n - / contre 
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i jures. Les intégrations s'effectueront sans difficulté. D^ns le cas de 
î = 0| ou de l'unanimité y on aura 

Si Ton prend 9 par exemple ^ n^ia et /=:o,44^9 ^^ trouve, à 
très peu près A, c= - , de sorte qu'il y a un à parier contre un que la 

chance, u a été comprise entre o,5, et 0,948. En faisaat /=s j^^xï& 
supposant pas 1 = 0, on a 

■-^ "•^'•7.:.v.::r'*' (»— -y)]. 

pour la protMbilité que la dumce u a été comprise entre- et j, ou 

plus rapprochée de - que de l'unité. ]Pour /»=i2i et t=5, la valeur de 

cetter quantité est 0,915. • % .; en sorte qu'il y a un peu plus de dix à 
parier contre un, que dans le cas de la plus petite majorité, cette 

3 
chance u a été au-dessous de j. 

(iSS). Puisque la formule (t5) est déduite d'une antre dans laquelle 
la <^nce u de ne pas se trouer était la même pour tous les jurés , 
cette quantité ne saurait être, quoique Laplace ait omis de le dire, la 
chance propre à t:hacun des n jur& qui ont jugé Faccoséi ^le doit 
représenter la chance moyenne relative à la liste générale sur laquelle 
ces n jurés ont été pris au hasard (n^ laa). Sur cette Uste, il y a aans 
doute des personnes pour lesquelles la diance de ne pas se tromper, 

au moins dans les affaires difficiles, est au-dessous de *, ou moindre 

que la chance de se tromper. L'hypothèse de Laplace exige donc que 
leur nondire aak asseï pMi ooosidéraUe pour ne pas eaqiédker la 

dianœ moyenne dfétre toujours plus girande que -• L'iUustre géo- 
mètve suppœe, en mrtiei ^^au^^dessus de -, les valeurs de cette 
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chance, depuis i^= - jusqu'à tt= i, sont toutes également probables. ' 

La seule raison qu'il donne de cette double supposition est que l'opi- 
nion du juge a plus de tendance à la vérité qu'à terreur. Mais ^ en 
partant de ce principe, on en conclurait seulement que la fonction ^u 
par laquelle nous avons exprimé la loi de probabilité des valeurs de la 
chance moyenne , doit être une plus grande quantité pour les valeurs 

de u qui sont ao-dessus de - que pour celles qui sont au-dessous; con> 

dition qui peut être remplie d'une iafioilé de manières diflerenlesi 

sans qu'on soit obligé de supposer ^Uc=o pour u < -, et cette fonction 

^u constante pour u'^ -. L'hypothèse que nous examinons n'est donc 

pas sttflSsamment motivée à prioff; et, comme on va le voir, les coa« 
séquences qui s'en déduisent la rendent lout-4i«fait inadmissible. 

En effet, la formule (i 5), qui est une de ses conséquences néces* 
saires, ne renferme rien qui dépende de la capacité des personnes por- 
tées sur la liste générale des jurés | quelqu'un qui saurait, par exemple, 
que deux condamnations ont été prononcées à une même majorité, et 
par des jurys d'un même nombre de jurés, mais pris sur deux listes 
différentes , aurait donc la même raison de croire que ces deux juge* 
ments sont erronés, quoiqu'il sût que les personnes portées sur Tune 
des Kstes ont une capacité bien supérieure à celle des personnes portées 
sur Tautre; or, c'est déjà ce qu'il est impossible d'admettre. 

La fraction - étant plus petite que -, quand l'accusé est condamné 

à la majorité de n — î voix contfe 1 ; la quantité ^ (-j est séro ou 

insensible dans l'hypothèse que nous examinons, ce qui rend la 
probabilité Ç] de la culpabilité du condamné très approchante de 
l'unité, lorsque le nombre n est très grand, et quel que soif l'excès 
àe nr^i sur i (n* lag). Ainsi, par exemple, en supposant le jury 
composé de looo jurés, et l'accusé condamné par 5^0 jurés et ac- 
quitté par 4^ 9 ^" devrait regarder comme à peu .près certain le 
fait de sa culpabilité , quoiqu'il soit nié par ces 480 jurés , pour 
lesquels on suppose que la chance de ne pas se tromper a été la 
milmis que pour les 5ao autres; conséquence qui suffirait pour 
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rejeter Th^rpothèse d'où elle est déduite; car personne, évidemment, 
n'accorderait une grande confiance à un tel jugement , et surtout la 
même confiance qu'à celui qui serait prononcé à la presque unani* 
mité par les looo jurés. Dans cette hypothèse, si la capacité des per- 
sonnes portées sur la liste générale des jurés vient à changer, si elle est 
plus grande dans un pays que dans un autre, si elle est différente pour 
différentes sortes d'affaires, la probabilité des chances de ne pas se trom- 
per augmente suivant le même rapport, pour celles qui se rapprochent le 

• • • I 

plus de l'unité et pour celles qui difierent le moins de - ; or, tel n'est pas 

ce qui a lieu réelleni.ent : quand cette capacité augmente, par une came 
quelconque» les.chances de ne pas ce tromper les plus voisines de la cer- 
titude acquièrent une probabilité plus grande que celle qu'elles avaient 
auparavant; et Je contraire a liçu à ^gard de celles qui s'éloignent le 
plus de l'unité. En prenant pour ^u une fonction qui puisse remplir 
ces conditions, et qui ne soit pas d'ailleurs absolument nulle ou iasen- 

sible au-dessous de tt^:^- , on fera disparaître les difficulté que nous ve* 

nous d'in<i^quer; viais .elles sont insuffisantes pour déterminer la fonc- 
tion ^u : une infinité de formes difiërentes de cette fonction continue ou 
discontinue, satisfont à ces conditions, et conduiraient k des valeurs 
tjrès inégales de la probabilité Ci , ejiprimée par la formule (i 5), pour un 
même nombre n de jurés, et \ipe n^ême différence entre les nombres 
n — î et I. 
Ainsi , d*après la connaissance de ces nombres dans une cond^imoa- 

tion isolée, et soit que l'on suppose la probabilité antérieure k égale à - 

ou à toute autre frsiction, on ne peut pas, comme nous lavons déjà dît, 
déterminer la probabilité réeHe de la bonté de ce jugement, qui dépend 
de la chance de ne pas se tromper, propre à chaque juré et que nous ne 
pouvons pas connaître; mais on doit aussi regarder comme impossible 
de calculer ce que serait cette probabilité, pour quelqu'un qui saurait 
seulement que les /i jurés ont été pris au hasard sur la liste générale, et 
pour qui la raison de croire à la bonté du jugement ne dépendrait plus 
que de la chance moyenne de ne pas se tromper, relative \ tette liste 
et commune aux n jurés (n* laa} ; car, pour ce calcul, on serait obligé 
de foire, sur la loi de probabilité des valeurs de la chance moyenne dei» 
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puw léro jusqu'à l'unité, une hypothèse particulière, qui ne serait ni 
celle de.Laplace, ni aucune autre que l'on pût suffisamment motiver. Si 
uOnc, il noyait été rendu qu'un seul jugement par des jurés pris sur cette 
liste,l6S formules précédentes ne seraient susceptibles d'aucune applica- 
tion utile; il en seraitencore de même, s'il avait été rendu un nombre peu 
considérable de jugements; mais nous savons, au contraire, que de très 
grands nombres de condamnations et d'acquittements, dans des pro- 
portions connues , ont été prononcés par des jurys pris successivement 
au hasard sur une même liste générale j or , c'est sur cette considération 
qu'est fondée, comme 00 va le voir, l'application des formules (4), (5), 
(")» (7)» (8)f (9), (10), qui ne contiennent que. deux constantes incon- 
nues A; et u, et n'exigeront, en conséquence, que deux données de l'ob- 
servation. La détermination de ces données va d'abord nous occuper. 

(i34). La liste générale des citoyens qui peuvent être jurés contient 
un nombre quelconque de noms; chaque jury se compose de n jurés: 
on a tiré an sort sur la liste générale, les jurys d'une ou plusieurs at^ 
nées, qui ont jugé un très grand nombre (a d'accusés j et l'on représente 
para,., le n<Mnbre de ces accusés que ces jurys ont condamna à la majo- 
rité d'au moins »— 1 contre i voix ; ce qui suppose que 1 soit zéro, on un 
des nombres moindres que la moitié de «. La chance d'une telle con- 
damnation, avant que l'accusé fût jugé, a dû varier d'un jugement à un 
antre; mais, quelle que soit cette variation, la moyenne des valeurs 
mconnues de cette chance qui ont eu lieu dans les /t jugements pro- 
nonces, a été tics proBablement et à très peu près égale au rapport 
^ (n»95). De plus, les valeurs de cette chance moyenne et de ce rapport 
varieront très peu avec le nombre //. supposé très grand; et, si ce nom- 
bre augmente encore déplus en plus, elles convergeront indéHniment 
yere une constante spéciale, qu'elles atteindraient si ^ pouvait devenir 
mfiui , sans que les causes divci-ses d'une condamnation à la majorité 
dont il s'agit, vinssent à éprouver aucun changement.Cctte quantitéspé^ 
ciale, que je représenterai par R„ est la somme des chances que toutes 
les causes possibles de celte condamnation, on de l'événement que nous 
considérons, donnent à son arrivée, multipliées par les probabilités res- 
pectives de ces mêmes causes (n* 104). U serait impossible d'en faire l'é- 
nuraération et de calculer à priori leur influence; mais ces causes ne 

47 
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nous sont pas nécessaires à connaître : U ik>iis rafl^de snpposer qfu'oUes 
ne varient ni dans lears probabilités respectives, ni dans les chances 
qu'elles donnent aux condamnatioBS; et r<d)servation même nous fera 
connaître si cette supposition est conforme à la vérité. Dans ce caS| en 
désignant par cii^ le nombre des condamnations à la majorité d'au moins 
n — i contre i voix, qui ont eu lieu pour un autre très grand nombre u! 



a 



d'accusés, la différence -7 — -* sera très probablement une très petite 

fraction (n^ 109); et si, au contraire, elle n'est pas très petite, on sera 
fondé à croire que, dans Tintervalle des deux séries de jugements, il est 
survenu quelque changement notable dans les causes des condamna- 
tions. Le calcul ne peut, au reste, que nous avertir de Texistence de ce 
changement, sans nous en faire connaître la nature. 

Ce que nous disons à l'égard des condaraoations prononcées à la 
majorité d'au tnoins n— / contre i voix^ convient également à celles 
qui ont eu lieti à cette majorité même de n-^i contre i. Si l'on 
#&igne par 6j, le nombre de celles-ci pour le nombre ^ d'accusés, 
il y aura aussi une constante spéciale que^e représenterai par r^, dont 

le rapport -^ s'approchera indéfinintent à mesure que fi^ augmentera 

encore de plus en phis, et qu'il atteindrait si jjl pouvait devenir 
infini , sans que les causes des condamnations éprouvassent aucun 
changement ; et si h\ est ce nombre de condamnations pour le nombre 

/M,' d accusés , la différence -7- -^ -^ sera très probablement une frac-r 

tion très petite. On aura évidemment 

Ui = i| + 0|_, .-|- 6|^^ -f-. • . ... .+ b^ , 

al = hl + hU, + W_, 4- + b'„ 

R, = r, -f- r,_, + r,_, + + r,. 

Cela posé, prenons pour a une quantité positive très petite par 
rapport à \/fjL et Vf*' , et faisons 



\/wJ . 



QO 



D'après les formules du n« ii3, cette quantité P sera la •proba- 
bilité commune à certaines limites des. deux inconnues R| et , et 
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fies différences ^—— et ^ — -, savoîr : 



fi-:p«V/^^. (a) 

pour la première inconnne , 



^.rp.v/^^' C*) 



pour la seconde inconiiue ; 



v/^ 



— «i) , aa/O»— «/) 



/»* ^ /.'» * 



{c) 



pour la première différence, et 



^ . ^'?^+ *!^), (rf) 

pour la deuxièaie. 

Tontes choses d'ailleurs égales, a mesure que (a et /a' augroen-- 
teront, les amplitudes de ces limites décroîtront à peu près sui- 
vant la raison myeite des racines carrées de ces grands nombres, 
parce que a^ et bi croîtront à peu près comme le nombre fi, et 
que Oi et b/ eroltront de même avec fif. Elles aaront aussi d'au- 
tant moins d'étendue que la quantité « sera plus petite; mais leur 
probabilité P diminuera en même temps que ot. 

(i35). Toutes les données numériques dont je vais faire usage 
sont tirées^ comme je lai dit dans le préambule de cet ouvrage , 
des Comptes généraux de t jâdmimstration de la justice criminelle j 
publiés par le Gouvernement. 

Depuis 1825 jusqu'à i85o inclusivement, les nombres des affaires 
soumises annuellement aux jurys, dans la France entière, ont été 

5iai, 55oi , 5387, 6721, 55o6, 5o68; 

et les nombres des accusés, dans ces procès criminels, se sont 
élevés à 

665a, 6988, €929, 7596, 7373, 6962; 

ce qui fait cbaqne année , à peu près sept accusés pour cinq affaires* 

47. • 
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Les nombres des condamnés à la majorité d'au moins sept voix 
contre cinq , ont été , dans ces mêmes années , 

4o57 , 4548 , 4a36 , 455 1 , 4475 , 4 1 5o j 

d'où il résulte , pour les rapports de ces derniers nombres aux 
précédents , 

0,6068, 0,622a, o,6ii3, o,6i55, 0,6069, 0,5952; 

où Ton voit déjà que ces rapports annuels ont ires peu varié, dans 
cet intervalle de six années pendant lesquelles la législation crimi- 
nelle n'a pas changé. 

Je prends pour fjL la somme des nombres des accusés pendant ces six 
années, et pour as celle des nombres correspondants des condamnés. On 
aura 

au moyen de quoi les limites (a) deviendront 

0,6094 =p ôL (o,oo535); 

et si Ton fait a =: 2, par exemple, on aura aussi 

« 

P = 0*9953, 

pour la probabilité, très approcliante de la certitude, que rinconnue 
R5 et la fraction 0,6094 ne différent pas de 0,0067, ^'une de Tautre. 
Si Ton partage les six années que nous considérons en deux pé- 
riodes égales, dont Tune comprenae les trois premières années et 
l'autre les trois dernières, on aura pour les nombres des accusés, 

;a = 2o569, /it'=:2173lj 

et , en même temps , pour ceux des condamnés , 

«6= 12621, a'6 = i5i56j 
d'où il résulte 

;=o,6i56, y = 0,6054, -*-^ = o,ooaa. 
Or, les limites (c) de 'cette différence seront 

=F a (0,00671); 
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en prenant « ss i,a, elles deviendront zp o,oo8o5; et Ton aura 

Ps= 0,9105, I — P = 0,0897. 

Il y aurait donc à très peu près dix à parier coatre un que la différence 

des deux rapports -^ et -^ tomberait entre les limites zp o,oo8o5; et 

quoique, abstraction faite du signe, la diffëi^nce obserYée=iro,oo82 s eu 
écarte un peu, Técart et la probabilité P qu'il ne devrait pas avoir lieu, 
ne sont point assez considérables pour qu on soit bien fondé à croire 
qu'il y ait eu quelque changement notable dans les causes. 
'^^ Pendant Tannée i83i, le nombre des inriividus jugés par les jurys 
s'est élevé a 7606, et celui des condamnés à 4098. La loi exigeait alors 
la majoiûté d'au moins huit voix contre quatre pour la condamnation ; 
à cette majorité, on avait donc 

/A = 7606 , a^ = 4098 , ^ s o,5588. 

Excepté la majorité exigée, ^i les autres causes qvà influent sur les 
jugements des jurys ont été les mêmes dans cette année que dans les 

précédentes, on aura la valeur du rapport ~ en retranchant de la va- 

leur de ^ celle de ^. c'est-à-dire en retranchant 0.5388 de la fractiou 
0,6094» trouvée plus haut; ce qui domie 

^ = 0,0706. 

Pour vérifier ce résultat, j'observe que depuis i8a5 jusqu'à i83o, la 
toi prescrivait l'intervention des juges composant la cour d'assises, 
toutes les fois que la décision du jury était rendue à la plus petite 
majorité de sept voix contre cinq ; or , on trouve , dans les Comptes 
généraux^ que pendant les cinq dernières de ces six années, cette in« 
tei^ention a eu lieu des nombres de fois à peu près égaux, savoir : 

598, 575, 575, 595, 57a, 

ou, au total, dans 191 1 affaires; mais on ne fait pas connaître le 
nombre des accusés auxquels ces affaires se rapportent. C'est donc au 
nombre des aftires jugées pendant les mêmes années, et non pas à 
celui des individus mis en jugement, qu'il faut comparer ce nombre 
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donné igri : dans cet intervalle de cinq années y le nombce total des 
affaires criminelles s'est élevé à 20883; on a donc eu à la fois 

/ct=a6883^ bs^sugii; 
d'où il résulte 

as 
-=0,0711,- 

ce qui diffère très peu du résultat précédent. Cet accord entre les deux 

valeurs de —, montre que dans Tannée i83i , les probabilités 2£ et k dont 

cerappoii; dépend, sont ratées à très peu près les mêmes que dans les 
années précédentes. Toutefois , on doit remarquer qut le calcul de la 
dernière valeur est fondé sur Thypothèse que le nombre des condamnés 
à la majorité de sept voix contre cinq, est au nombre total des accusés, 
comme le nombre des affaires où cejtte majorité a eu lieu^ est au nombre 
total des affaires; proportion que l'on ne peut pas justifia* à priori, 
faute de données qui ne se trouvent pas dans les Comptes généraux • 
Dans les années iSSs et i835, les nombres des accusés, dé&lcatiou 
faite des affaires politiques, pnt été 7555 et 6964- La différODce consi- 
dérable qu'ils présentent provient d'une nouvelle disposition législa- 
tive, d'après laquelle , en i833, plusieurs genrj^s d'affairos ont été 
enlevés aux cours d'assises et x^pvoyés à la police correctioimelle. Les 
nombres des condamnés,. à la majorité d*au moins buit voix contre 
quatre comme en i85i , se sont élevés à 444^ ^^ 4>oS» ^^^ ^^ ^^ 
splte pour ces deu^ années , 

-^ = 0,5887, îîi=* 0,5895. 4 

t^es rapports diffèrent, comme on voit, très peu l'un de l'autre; mais 

leur moyenne 0^5888 surpasse la valeur o,5388 de ^«qui avait lieu en 

idSi, de o,o5, ou d'environ un dixième de cette valeur; ce qui se- 
rait hors de toute vraisemblance , d'après les limites (c) et leur proba- 
bilité P, s'il n était survenu aucun changement dans les causes qui 
peuvent influer sur les votes des jurés. La législation criminelle a 
subi, en effet, un tel changement, qui consiste dans la question des 
circonstances atténuantes, posée aux jurys depuis i83a ; question qui 
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èQlrattie^ dans le cas de l'aiEraKitiTe, urne diminnUen de pénalité; ce 
qui a rendu les ce^ndaranationa plus faciles et plus iiorobreusef;. 

(i3(>). Les différents rapports qoe nous venons de calculer pour 
la France entière, ne sont pas les mêmes pour toutes les parties du 
royaume ; mais si Ton excepte le département d^^ Seine et quelques 
autres départements^ les nombres des aOaires d^PInelles qui ont été 
jugées eu quelques années ne sont pas assez considérables pour que Ton 
en puisse déduire ^ avec une probabilité suffisante et pour chaque res- 
sort de cours d'assises, la quantité constante vers laquelle doit con- 
verger le rapport du nombre des condamnés à celui des accnsés. Voici 
les résultats relatif à la cour d'assises de Paris. 

De 18^5 à i83o, les nombres d'individus qu'elle a jugés annuelle* 
ment ont été 

80a, 824, 675, 868, 908/804; 
et ceux des condamnés 

567, 527, 456| 55g, 604, 4^4f 

ce qui donne pour les rapports des uns aux autres 

0,7070, 0,6596, 0,6459, 0,6440» o,6652, 0,6020. 

En prenast pour ft la somme des six premiers nombres , et pour as 
ceUe des six nombpçs suivants , on aura 

fiss488%, «5^=5177, 5—0^09. 

D'après lea nombres 4^3oo et 25779 d'accusés et de condamnés, relatifs 
a la France entière, pendant les mêmes années, nous avons trouvé 
que ce rapport doit différer très peu de 0,6094 ; fraction moindre que 
la précédente, de 0,0416, ou d'environ un quinzième de sa valeur; or 
les limites (c) et leur probabilité P rendraient un tel écart tout-à-fait 
invraisemblable, s'il n'y avait pas, pour le déparlement de la Seine, une 
cause particulière qui rendit les condamnations plus faciles que dans le 
reste de la France. Quelle est cette cause? C'est ce que le calcul ne sau- 
rait nous apprendre. Toutefois, nous ferons remarquer que dans ce 
département, dont la population est à peine un trente-sixième de celle 



376 RECHERCHES 

du royaume, le nombre des accuses surpasse un neuvième de cdui qui 
a lieu, pour un nw^me intervalle de temps, dans la France entière; en 
sorte qu'il est proportionnellement quatre foisaussi grand ; cîrconsiaace 
qui rend la répression des crimes plus nécessaire, et qui, peut-être 
pour cette raison, ^^ cause d'une plus grande sévérité des jurés. 
Au moyen de cdHkleurs de /zeï a^, les limites (à) deviennent 

o,G5 ogzpa (0,00965) ; 
et si Ton prend a = 2, on aura 

Ps=o,99552, I — P=ro,oo468; 

c esl-a-dire plus de soo à parier contre un, que Tinconnue Rs ne<liflere 
de o,65o9, que de 0,6 igS, en plus ou en moins. 

Le dernier o,6oao des six rapports cités plus haut étant notablement 
moindre que la moyenne des cinq autres, il y a Keu d'examiner si 
cette différence indique suffisamment Texistence de quelque cause par- 
ticulière qui aurait rendu les jurés moins sévères en i83o que dans les 
années précédentes. Or, en prenant pour /i et a^ les sommes des nom- 
bres d'accusés et de condamnés dans le département de la Seine, de- 
puis 1835 jusqu'à iS^gy et pour fi' et a\ les nombres relatifs k Tan- 
née tSSo, on a 

• 

/i, = 4077, as = 1695, fi' =» 804, a's = 4H ; 

doù il résulte 

^ = o,66o5, ~ = 0.60 lû, ^4 ^ = o,o585. 

Les limites (c) deviennent aussi 

qp «(0,02657) ; 

en sorte qu'en faisant « ssa, il y aurait plus de aoo à parier contre un 
que la différence des rapports — et -^n'aurait pas dû excéder o,o55i4 : 
elle a surpassé cette fraction, d'à peu près un it>* de sayaleur; on peut donc 
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croire qa'il y a ea à cette époque quelque anomalie réelle dans les 
votes des jurés; et la cause de cette anomalie, qui les a rendus un peu 
moins sévères, a pu être la Révolution de i85o. Cette cause, quelle 
qu'elle soit, parait avoir agi sur les jurés de la France entière; car, 
en i83o, le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés dans ' 
tout le royaume, s'est abaissé k près de OjSg^ tandis que sa valeur 
moyenne avait été 0|6i pour les cinq années précédentes. 

Depuis i8a6 jusqu'à i83o inclusivement, le nombre des alTaires 
criminelles s'est élevé, dans le département de la Seine, à 3963; et 
dans ce nombre il y a eu ig4 affaires où la condamnation par le jury 
a été prononcée k la majorité de sept voix contre cinq, et où la cour 
a dû intervenir. En prenant le rapport de 1^4 ^ ^963 pour la valeur 



de ~, on aura donc 



— = o,o655; 



quantité un peu moindre que la valeur du même rapport pour la 
France entière. 

(137). Si nous considérions séparément, comme dans les Comptes 
généraux j toutes les espèces de crimes dont les cours d'assises ont eu 
à s'occuper, les nombres d'accusés et de condamnés pour chaque es- 
pèce en particulier, qe seraient pas assex grands pour donner lieu à des 
rapports constants, et servir de base à nos calculs. Mais dans ces Comptes j 
on a aussi groupé toutes les affaires criminelles en deux classes, dont 
l'une reoferme les crimes contre les personnes j et l'autre les crimes 
contre les propriétés ^ et ces deux grandes divisions ont présenté ann- 
nuellement des rapports très différents l'un de l'autre , mais à peu 
près invariables pour chacune d'elles. Ce sont ces rapports que nous 
allons citer. 

Pendant les six années comprises depuis 1825 jusqu'à i83o, les 
nombres des accusés de crimes contre les personnes, ont été, pour la 
France entière , 



>^7» ^9^7f >9»^» «844, 1791, 1666, 
et contre les propriétés 
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4755, Soft^f, 5or&, 5562| 55021, ^agô; 

les nombres correspoQdantsdes condamoes, sotis lempire d'une même 
législation criminelle, se sont élevés à 

882,. 967, 948, 871, 854, 766, 

pour les crimes de la première espèce, et à 

5i55, 358i,' 3a88, 368o, 564 1, 5564, 

pour ceux de la seconde. De là, on déduit 

0,4649, 0,5071, 0,4961, 0,4735, 0,4657, 0,4598, •• 

pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les personnes, et 

o,6635, 0,6654, o,6552, 0,6628, o,65v, o,6352, 

pour les rapports des nombres de condamnés à ceux des accusés de 
crimes contre les propriétés ; où Ton voit que les uns et les autres 
n ont pas beaucoup varié d'une année à une autre, mais que les der-^ 
niers excèdent notablement les premiers. 

^ En prenant pour fJL et a^ les sommes des nombres d'accusés et 
de condamnés dans le cas des crimes contre les personnes, et pour 
fi' et a\ leurs'sommes dans le cas des crimes contre les propriétés, 
nous aurons 

/^ =11016, a5=;:5268, ju' =^ 31284, a'sssaoSog; 
d'où il résulte ces deux rapports : 

1^ = 0,4782, ^ = o,6556, 

dont le second surpasse le premier d'un peu plus du tiers de ce*- 
lui-ci. Au moyen de ces nombres, on trouve 

0,4782 qp «(0,00675) 

pour les limites (a) de l'inconnue R5 , relative aux crimes contre 
les personnes, et 

o,6556 qp a (o,oo58o) , 
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pour ces limites relatives aux autres crimes. En faisant assxa, il y 
aura une probabilité très approchante de la certitude^ (^^ qette incon* 
nue R5 ne diffère pas 4e la fraction 0^47^39 ^ plQ& <)e o>oi35^ dans 
le premier cas, et de la fraction 0,6556, de plus de 0,0076, dans 
le second. 

En 1 83 1 j où les condamnations on t .été prononcées à la majo- 
rité d'au moins huit voix contre quatre , si t*on prend pour /u. et 
pour a^ les nombres d^accusés et de condamnés , relalKs anx Crime» 
contre les personnes , et pour /i! et a\ ces nombres relatifs aux 
crimes contre les propriétés, on a • ' 

^ ft 3= ào46, ^ = 745, .At^= 556o, /i\ = 3355; 



d'où l'on tire 



^ = o,365ï, ^ = o,Go54; 



et en retranchant ces rapports âês précédents, il vient 
'^ — = o,ii5i , ^ = o,o522 , 

pour les rapports d\i nombre des condamnés à la plus petite majorité de 
sept voix contre cinq au nombre des accusés, dans les deux sortes de 

crimes. Il est remarquable quç le rapport -^ , relatif aux crimes con- 

tfe tés personnes, 596it à peu près double du rapport *-r, relatif aux 
crimes contre les propriétés, tandis qu'au contraire c'est le rap- 



• f 



«port --7 relatif à ces derniers crimes, qui surpasse d'environ un tiers 

le rapport--^ relatif aux premiers. Ainsi, non -seulement les condam- 

nations prononcées par les jurjrs ont été proportionnellement plus 
nombreuses dans le cas des crimes contre les propriétés, mais elles 
ont aussi été prononcées à de plus grandes majorités. 

Les rapports que nous considérons ne sont pas non plus tout-<i- 
fait les mêmes pour les deux sexes. Chaque année , le nombre des 
femmes tralduites aux cours d'assises est, à très peu près constam- 
ment , les dix-huit oentièmes du nombre total des accusés des deux 
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sexes. Dans les cinq années écoulées depuis i8!26 jusqu'à i8So inc)o^ 
sivement, si Ton appelle fi et fÂf les nombres de femmes accusées de 
crimes contre les personnes et de crimes contre les propriétés , et 
que Ton désigne dans ces nombres, par a^ et a's ceux des femmes 
condamnées 9 on aura 

fe = i5o5, fjL^ = 5465, as = 586, a\ = 55i2; 

d où Ton déduit 

Z = 0*4490 f y = 0,6061 ; 

et en comparant ces rapports aux valeurs précédentes de -^ et ^, on 

voit qu'ils sont moindres, mais seulement d'à peu près un 16' ou 
un 12* de ces valeurs. 

Relativement aux années i833 et i833, pendant lesquelles les 
condamnations ont été prononcées à la majorité d'au moins huit 
voix contre quatre et avec la question des circonstances atténuantes , 
on a eu, pour les accusés et les condamnés dvs deux scms. 

et, par conséquent, 



iccusés et les condamnés dvs deux sej^, 
/ = 10421 , a^ =: 1885, a\ = 6664, 



^* =«= 0,4598 , ^ = 0,6595 ', 

les lettres accentuées répondant , comme plus haut, aux crimes contre 
les propriétés , et les lettres non accentuées aux crimes contre les 
personnes. Eti faisant âi=± 2 dans l'expression des limites (a), on 
trouve qu'il j a une probabilité très approchante de la certitude que 
l'inconnue R5 ne s'écarte pas de la fraction 0^4598, de plus de 0,023, 
ou de la fraction 0,6395, de plus de 0,01 33, selon qu'il s'agit des 
crimes de la seconde ou de la première 'espèce. On peut remarquer 

que les valeurs de — et -7 ont conservé entre elles ^ à très peu 
près, le rapport qui existait entre celles de ^ et ^ qu'on a trouvées 

plus haut. En comparant ces quantités -^ et -r, à leurs analogues 
en i83i , on peut aussi observer que l'influence de la question des 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 'SSi 

cl 

circonstances atténuantes a augmenté le rapport -r relatif aux 

crimes contre les propriété, seulement d'an i5*, et le rapport ^S 

relatif aux crimes contre les personnes, de près d'un tiers de sa 
valeur. 

(i38). Maintenant, d après ce qu'on a vu dans le n^ i!k3, la chance, 
pour un accuse, d'èfi^e condamné par un jurjr pris au hasard sur la 
liste générale d'un département ou du ressort d'uue cour d'assises , est 
la même que si la chance de ne pas se tromper était égale pour tous les 
membres de ce jur^ ; à la majorité d'au moins n^i contre i voix , la 
chance de la condamnation est donc exprimée par la première for- 
mule (6), et à la majorité de n— i voix contre i, parla formule (4); 
par conséquent , pour chaque département et pour chaque genre d'af- 
faires criminelles , les quantités C|et 71, exprimées par ces formules, 

sont celles* dont les rapports — et — approchent indéfiniment à me^ 

sure que le nombre ^t, supposé très grand, augmente encore davan-- 
tage; ou, autrement dit, les quantités c^ et yi coïncident avec les 
inconnues R^ et n du n® i34> lorsque l'on considère des affaires d'un 
même genre, dans un même département, et même pour chaque sexe 
des accusés séparément. Nous rangerons en deux classes distinctes 
tous les genres d'affaires eriminelles : l'une de ces classes comprenant, 
comme plus haut , les crimes contre les personnes , et l'autre les crimes 
contre les propriétés. Mais, pour ne pas trop corapltquer les calculs, 
nous n'aurons point égard au sexe des accusés, dont l'influence sur 
la proportion des condamnations peut être négligée, si l'on considère 
que, dans le nombre total des prévenus. Te nombre des femmes n'est 
pas un cinquième de celui des hommes. Les lettres ^t, a,, &.., c.^ p.,-, 
]*épondant aux affaires de la première espèce, et les mêmes lettres 
accentuées désignant les quantités analogues relativement aux affaires 
de la seconde espèce, nous aurons, pour chaque département en par- 
ticulier, 

avec d'autant plus d'approximation et de probabilité que les nombres 
lA et fâ! seront plus considérables. 
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Si les rapports qui forment les premiers membres de ces équations 
étaient donnés pour les diflerents départements , ces quatre équations 
$u (ÏÏraicnl pour déterminer les inconnues ketu contenues dans c, et yi , 
et leurs analogues dans c'i et y'i que je désignerai par kf et w'; mais la 
nécessité de très grands nombres fjt et /a' rend impossible, Equant à pré- 
sent, l'application des équations f i6) à chaque département isolément, 
et pour s'en servir, on sera obligé de supposer qoe les inconnues u, u', 
k, k\ ne varient pas beaucoup, en général, d'un département à un 
autre; .ce qui permettra d'cmployei* dans leurs premiers membres, les 
rapports relatifs à la France entière. Les quantités u et u' que Ton dé- 
terminera de cette manière seront exactement les chances de ne pa« 
se tromper qui auraient lieu si les listes de jurés de tous les départe* 
inents étaient réunies en une seule , et que chaque juré £iiit pris au 
hasard sur cette liste totale. Dans cette hypothèse , les quantités k et k'^ 
en ce qu'elles dépendent de l'habileté des magistrats qui dirigent Tins- 
troction préliminaii^^ pourraient encore n^ètre pas les mêmes dans les 
différents ç^épart^oients ; mais les équations (i 6) étant linéaires pat- 
rappprt à pes inconpues, leurs valeurs que l'on obtiendra, seraient a)ior^ 
les fnQyenaes de celles qui ont réellement lieu pour tous les départe-^ 
xnents. Au reste, oa doit observer que si l'on est obligé de se conten- 
ter de ces valeurs générales de «, a% A, A/, c'est seulement fiiute de 
données complètes de l'observation., et non pas par quelque iiYiper*- 
fection de la théorie que nous exposons. 

Les expressions de €$ elyi ne changent pas lorsqu'on y met t — A: e 1 1^— 1« 

au lieu de A et u (n?' 1 17 et 118); pour des valeurs données de —et -, 

s'il 3^ a un couple de valeurs de A^ et 1^ plus grandes que - , qui satis'- 

fassent, aux deux premières équations (16), il y aura donc aussi un 

couple de valeurs de A: et de 2^ plus petites que -qui satisferont égale* 

ment à ces équations. Or, on doit supposer que la probabilité 
moyenne de la culpabilité des accusés avant le jugement, -surpasse 
celle de leur innocence, et que, chet les jurés, la chance moyenne 
de ne pas se tromper est plus grande que celle de l'erreur; ce sont 

donc les valeurs de Ar et i^ phis grandes que - qu'il faudra employer; 
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et Ton devra rejeter les autres comme étrangères à la question. La 
même remarque convient aux deux dernières équations (16), et aux 
valeurs de k' et fjd qui s'^n déduiront* Toutefois, si l'on appliquait ces 
équations aux jugements en matière politique, rendus en grand nombre 
dans les temps malheureux de la Kévolution^ on pourrait employer, 
ainsi qu'on l'a expliqué dans le préambule de cet ouvrage, leurs ra- 
cines moindres que - ; car alors l'innocence légale des accusés avant 

le jugement pouvait être plus probable, que leur culpabilité; et pour 
les jurés, la probabilité qu'ils se tromperaient volontairement pouvait 
surpasser leur cbance de ne pas se tromper. 

(iSg). Je fais 71= la et 1=: 5, dans les formules (4) et (6); les 
coefficients qu'elles contiennent auront pour valeurs 

N.= i, N. = i2, N.=66, N,= 22o, N4=495, N5=792. 
Je fiais aussi 

as bs t I 

la seconde équation (16) devient 
et )* en observant qu'on a 

U5= 1 -9^4. «•(!-")• — V5, 

« 

la première équation (16) pourra s^écrire sous cette forme : 

Ces équation^ ( ' ?) ^K^^} répondent aux crimes contre les personnes; 
celles qui se rapportent aux crimes contre- les propriétés s'en dédui- 
ront en y changeant les quantités c, >, Ar, f , dans leurs anologues, 
que je représenterai par c\ y'^ k\ t'. ^ * 

L'inconnue t est susceptible de toutes les valeurs, depuis /=o qui 
répond à i^ = o, jusqu'à ^ == 00 qui répond hu=si; mais ses valeurs 
plus grandes que l'unité étant celles qui se rapportent aux valeurs de u 
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supérieures à -, ce sont les seules qu'il faudra considérer. De plus, 

l'inconnue k devant être comprise entre - et l'unité, il suit de l'équa- 
tion (17) que la valeur àt t devra être telle que Ton ait 

a(i + i)»» "^ ^^ (1 + 0** ^* 

ce qui servira à en déterminer des limites. On i^marquera, à cet efllet, 
que la première de ces deux fonctions de tj décroît continuellement 
depuis ^ =s o jusqu'à if = 00 1 et que la seconde augmente d'abord de- 
puis ^= I jusqu'à ^ = 7, pour décroître ensuite jusqua /=ôo . 

En éliminant k entre les équations. ( 1 7) et (18) on parviendrait à 
une équation du 2^^ degré par rapport à ^, du genre des équations 
réciproques, et réductible, par conséquent, à une équation du 1 3* degré; 
mais il sera beaucoup plus facile de calculer directement par des essais 
successifs , les valeurs simultanées àe k b\ u qui satisfont au système 
des équations (17) et (18). 

(140). Relativement aux six années comprises depuis i8a5 jusqu'à 
i85o, on a 

0=10,4782, y = ^^-4 = 0,000 1455. 

Pour ^=a, la quantité ' . .^ surpasserait cette valeur de >; pour te=3, 

ce serait cette valeujr qui surpasserait l'autre quantité^— 7-:~j la valeur 

de t doit donc être plus grande que deux et plus petite que trois; li- 
mites entre lesquelles jl est fsunle de s'assurer que cette inconnue n'a 
qu'une seule valeur possible. Après quelques essais, j'ai pris 2,112 
pour cette valeur; l'équation (17) donne alors o,5354 pour celle de Jt; 
et eu SiU^tituant ces valeurs dans le second membre de l'équation (18), 
on le trouve égal à 0,4785, ce qui ne diffère du premier membre que 
de 0,0001 ; on a donc, avec une très grande approximation, 

k = 0,5354 f f == 2, 1 1 2. 

four les mêmes années, on a 
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Je substitue ces valeurs à h place de c et > dans les équations (17) 
et (18), et j'y mets aussi <' et V au lieu de / et A; en les résolvant 
ensuite , comme dans le cas précédent , je trouve , au même degré 
d'approximation , 

A' =0,6744, ^=5,4865- 
De ces valeurs de ^ et l^, on déduit 

«=^^ = 0,6786, i£'=^-^ = 0,7771, 

pour les chances qu'un juré quelconque ne se tromperait pas, qui 
ont eu lieu dans tes années que nous considérons ; la première répon- 
dant au cas des crimes contre les personnes , et la seconde à celui des 
crimes contre les propriétés. 

Avant qu'un jugement f&t prononcé, une personne qui n'aurait 
connu ni les jur& dont le jury serait composé, ni même le lieu où 
l'affaire serait jugée, aurait pu parier, à cette époque, un peu plus 
de deux contre un , que chaque juré ne se tromperait pas dans son 
vote, s'il s'agissait d'un crime de la première espèce, et près de sept 
contre deux , dans le cas du second genre de crimes. On emploie ici 
l'expression vulgaire /varier /oui contre tant, afin de rendre plus sen- 
sible la signification qu'on doit attacher aux valeurs de u eiu' , et 
quoique le pari qu'on suppose soit illusoire , puisqu'on ne saurait ja- 
mais qui aurait gagné. Cette personne aurait pu aussi parier, d'après 
les valeurs précédentes de k et k', un peu moins de sept contre six 
pour la culpabilité de l'accusé dans le cas de la première sorte de 
crimes , et un peu plus de deux contre un , dans le cas de la seconde. 
Nous verrons plus loin ce que devient la probabilité que l'accusé est 
coupable, après que le jugement est prononcé. 

Si nous considérons les nombres des accusés et des condamnés , 
sans distinction des genres de crimes contre les personnes et contre 
les propriétés , il faudra prendre , toujours pour les mêmes années 
et pour la France entière, 
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c 3» 0,6094 , > = ^^^^ =s 0,0<KM)89l4. 

En rësolvaol le» équations (17) et (18) f^^àn trouve alore 

k = 0,6591 , t = 2,99, u = 0,7494. 

Si Ton considérait le département de la Seine isoléaient, les va- 
leurs de c et ^ qu'on devrait employer seraient (n"* i56) 

c = o,65o9 , y = -^ — — ==* 0,00008367 , 
et l'on trouverait 

k =s 0,678, t = 5,168, u = 0,7778. 

A l'époque que nous considéroi» , et abstracf ion farte de Fespèce 
de crimes , les probabilités ketu étaient donc un peu pins grandes 
dans le ressort de la cour d'assises de Paris que dans le reste du 
royaume : dans le département de la Seine , elles surpassaient un 

2 3. 

peu 3 c^ 7 f tandis que dans la France entière elles étaient un peu 

inférieures à ces fractions. Toutefois, les difflereucee eubre les deux 
valeurs de k et entre celles de 2^, n'étant pas considérables, c'est uoe 
raison de penser qu'il en est de même d'une, partie quelconque de la 
France à une autre ; ce qui justifie , autaut qu'il est possible , l'hy- 
pothèse de 1 égalité de chacune de oes deux quautiitts daos tout le 
royaume, que nous avons faite, afin de pouvoir. osilcttler maintenant 
leurs valeurs approchées, au moyeu de nombres sii^amipeat grands 
d'observations. 

Ainsi que nous l'avons dit plus haut , les valeurs de A et i< ou 
de k' et u\ sont restées les mêmes en »85i ; miia elles ont dû 
changer dans les années suivantes avec les rapports dont çlles se 
déduisent ; et comme nous connaissons seulem^ot pour i85a et i83S, 

les rapports — ou -r , celte donnée ne suffit pas pour déterminer 

les deux inconnues 11 et A: , ou u' et 1^, Observons d'ailleurs que ces 
quantités ont peut-être changé une seconde fois , et ne sont plus 
les mêmes , depuis la dernière loi , qui , en maintenant la question 
des circonstances atténuantes , a prescrit le secret du vote des ju- 
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rës, ce qui a pu influer sxkt leur chance de ne pas se tromper. 
Notit ne poUToos donc pas conMltre les valeurs de u et A: , 1^ et k', 
qui ont eu lieu depuis i83i. Mais cette loi, en fixant k sept voix 
contre cinq, la majorité suffisante pour la condamnation, exige que 
les jurés fassent connaître si leur décision a été rendue h la majorité 
nunima. Si donc on donne dorénavant , dans les Comptes généraux, 
les nombres des condamnés, et non pas seulement celoi des affaires 
pour lesquelles cette plus petite majorité aura eu lieu; de plus, 
si l'on fait connaître ces mêmes nombres , pour les accusa des 
deux sexes séparément , et pour les deox dasses de crimes que l'on 
a distinguées , il sera possible , dans quelques années , de détermi- 
ner avec une grande précision les deux éléments A: et « , pour les 
différentes parties du royaume, pour les hommes et pour les femmes, 
pour les crimes contre les personnes et pour les crimes contre les 
propriétés. 

(141)* Au moyen de chaque couple de valeurs de u et k, les for- 
mules (4) , (5) , (6) , feront connaître les probabilités correspond 
dantes qu'une condamnation ou un acquittement a eu lieu à une 
majorité donnée, ou à une majorité au moins égale à celle-là. 

En faisant 9 = 12 et 1 = 0, on aura 

pour les probabilités qu'un accusé condamné ou acquitté, Fa été & 
l'unanimité, et, par conséquent, 

^.4-cr. = tt- + (i— tt)", 

pour la probabilité d'un jugement unanime, soit qu'il condamne , soit 
qu'il absolve. On aura aussi 

quantité positive à cause de A: > ^ et ci >i— u, en sorte que Tunani- 
mité est moins probable dans le cas de l'acquittement que dans 
celui de la condamnation. On voit que ces diverses probab3ft& sont 
très faibles, dès que la chance u de ne pas se tromper diffère sensi- 
blement de séro et de l'unité. Si Ton prend , par exemple , les valeurs 
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de uei k qui se rapportent à la France entière , sans j^listmcUon de 
l'espèce de crimes, c'est-è-dire si Ton fait k=s: o,63gi et uas 0,7494 ^ 
il en résultera 

5.,=:o,oaoi, <ro = o,Oïi5, >. + J^o=»o,o5i4; 

ce qui suffit pour montrer combien doit être rare une dédsion una- 
nime de douze jurés. Si l'on exigeait que le verdict du jury Ait pro- 
noncé à l'unanimité, aoit qu'il condamne, soit qu'il absolve, i\ y 
aurait, d'après cette valeur de T'o+c^o» près de treote-deux à. parier 
contre un qu'aucun jugement ne serait rendu; et cela arriverait 5a 
fois sur 53 environ , si les jurés ne communiquaient pas entre eux , 
et ne convenaient pas, pour en finir, de s'arrêter à une simple majorité. 
En appelant M la probabilité que dans un nombre /t de jugements, 
il n'y en a eu ou il n'y en aura aucun qui soit unanime, on aura 

et si l'on veut que M soit -, il faudra qu'on ait 
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en employant toujours la valeur précédente de y. + ^o- Par consë-- 
quent, ce ne serait que dans a a affaires qu'on pourrait parier un peu 
plus de un contre un, qu'un jugement au moins serait rendu à l'una- 
nimité. 11 y aurait du désavantage à faire ce pari pour un nombre 
d'affaires moindre d'une unité. 

(i4a). Avant d'aller plus loin, il est nécessaire de rappeler ce qui 
a été dit au commencement de cet ouvrage ^ sur le sen& que nous at- 
tachons au mot coupable dans les jugements des jurys, et d'en déduire 
quelques conséquences importantes. 

Lorsqu'un juré prononce qu'un accusé est coupable, il affirme qu'à 
ses yeux , il y a preuve suffisante pour que l'accusé soit condamné ; 
s'il prononce que l'accusé n'est pas coupable, il entend pnr-là que 
la probabilité de la culpabilité n'est pas assez grande pour la con- 
damnation; mais son vote négatif ne signifie pas qu'il croit l'accusé 
innocent;, et, sans doute, il arrive plus souvent qu'il le croit plutôt 
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coupable. Il aura jugé que la probabilité que Taccusé soit coupable, 

pouvait surpasser - , mais qu'elle était cependant inférieure à celle que 

' sa conscience et la sécurité publique exigeaient pour que 1 accusé fût 
condamné. Le sens réel du vote aiSrmatif ou négatif d*un juré, est 
donc que laccusé est ou n'est pas condamnable; par conséquent, les 
probabilités Pj et Q| de la bonté d'un jugement de condamnation ou 
d'acquittement (n"" i3o), expriment aussi les raisons que nous avons 
de croire que l'accusé était condamnable, lorsqu'il a été condamné, et 
qu'il n'était pas condamnable quand il a été acquitté : P| est sans doute 
moindre que la probabilité réelle de la culpabilité d'un condamné, et, 
au contraire, Qi surpasse la probabilité de l'innocence d'un accusé ab- 
sous; mais ces autres probabilités ne pourraient être aucunement déter- 
minées par le calcul, qui ne s'applique qu'aux probabilités P| et Qi, ainsi 
définies et considérées dans de très grands nombres de jugements de la 
même nature. On ne doit pas croire non plus que ces quantités Pj et Qi 
soient l'expression de l'opinion générale, en ce sens qu'elles exprimeraient 
les probabilités d'une condamnation ou d'un acquittement par un jury 
composé de tous les citoyens qui sont compris sur la liste générale où 
les jurés, au nombre de douze, ont été pris au hasard; caria chance 
Ci d'une condamnation, par un jury d'un nombre quelconque de per- 
sonnes^ est inférieure à la fraction que nous avons désignée par A 
(a"" 1 18), laquelle est beaucoup moindre, en général, que la valeur de 
Pi; et de même la chance d^ d'un acquittement est toujours inférieure 
k la fraction 1 «—A, bea.ucoup moindre > elle»même^ que la valeur 
de Q,. ♦ 

Pour les jurés <fu ressort de chaque cour d'assises, et pour chacun des 
deux genres de crimes que nous avons distingués , on doit donc conce- 
voir qu'il y a une certaine probabilité z, jugée suffisante et nécessaire 
pour la condamnation. CoIsl étant, la chance u, qu'un juré pris au ha-* 
sard sur la liste de ce département ne se trompera pas dans son vote, est 
la probabilité qu'il jugera celle de la culpabilité de l'accusé égale ou 
supérieure i z, si elle l'est effectivement, ou bien,, inférieure à z, si , 
en effet, elle n'atteint pas cette limite. Cette probabilité u dépend princi- 
palement du degré d'instruction.de la classe des personnes portées sur la 
liste générale d^ jurés, et la probabilité z, de l'opinion qu'elles se for- 
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meot sar la nécessité d'ane répression plus ou moins forte des diffé- 
rents genres de crimes. Ces deux probabilités distinctes peuvent varier, 
par conséquent, avec le temps et d*un département à un autre. On a vu 
comment la valeur de u peut se déduire des données de Inobservation; 
quant à celle de Zj nous n'avons aucun moyen de la connaître ; et nous 
pouvons seulement conclure quelle augmente ou diminue, toutes 
choses d'ailleurs égales , lorsque nous voyons le rapport du nombre 
des condamnés à celui ^des accusés, diminuer ou augmenter notable- 
ment. Ainsi, lorsque la question des circonstances atténuantes a 
été posée aux jurés et qu'on a vu ce rapport augmenter et passer de 
0,54 à 0,59 (n*" i35), on a dû en conclure qu'ils se sont arrêtés, pour 
la condamnation , à une probabilité z moindre que celle qu'ils exi- 
geaient auparavant, sauf à décider affirmativement la question dont 
il s'agit, afin d'abaisser d'un degré la peine qui serait prononcée contre 
les condamnés. 

Avant le jugement, la probabilité que l'accusé est coupable sur- 
passe de beaucoup , sans aucun doute , celle que nous avons désignée 
par k : la plus grande valeur que nous avons trouvée pour celle-ci 

s 3 
est à peu près j ; et personne cependant n'hésiterait à parier bien plus 

de trois contre un , qu'un individu quelconque est réellement cou- 
pable quand il est traduit devant une cour d'assises. Mais ce qu'on a 
dit à l'égard de P. convient également à A: : il faut aussi entendre que 
A: exprime seulement la probabilité , antérieure au jugement , que Fac- 
cnsé soit condamnable; probabilité qui peut dépendre, en consé-> 
quence, de celle que les jurés exigent pour la coircram nation , mais 
qui est indépendante, par sa nature, de la probabilité u qu'un jnré 
ne se trompera pas. Il s'ensuit donc que la valeur de k peut varier 
avec la probabilité z , lors même que les formes de l'instruction pré- 
liminaire et l'habileté des juges chargés de la diriger, sont restées les 
mêmes, et quelle que soit d'ailleurs la probabilité u. Voici un exem- 
ple de cette variation. 

I>epuis 1814 jusqu'à i83o, les pixxrès criminels étaient jugés, dans 
la Belgique, par des tribunaux composés de cinq juges, et la majorité 
de trois voix contre deux suffisait pour les condamnations. En i85o, 
la composition de ces tribunaux a changé. Dans le courant de i85i, 
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on a rétabli le jury tel qa'il existait $aus le clomination française , et 
la majorité suffisante pour les condamoatioos a été celle de sept voix 
contre cioq* Les Tonnes de l'instruction préliminaire sont toujours 
restées les mêmes. Or, il résulte des Comptes de V administration de la 
justice criminelle dans ce royaume, récemment publiés par le Gonver^ 
nement, quen i85a^ i833, 18549 les rapports des nombves de con- 

damnés à c^x des accusés ont été --^, — , — , où l'on voil qu'ils 

100 ' 100' 100 ^ 

ont très peu varié d'une année à une autre, et que leur valeur moyenne 

est sensiblement égale à celle qui avait lieu en France avant i83o. 

Comme on ne donne point dans ces Comptes, le nombre de fois que 

les condamnations ont été prononcées à la plus petite majorité de sept 

voix contre cinq, ni à aucune autre majorité déterminée, le rapport 

que nous citons ne suffit pas pour en conclure les valeurs de 11 et A qui 

se rapportent à la Belgique; mais puisque ce rapport total, c'est-à-dire 

le rapport que nous avons désigné par -^y diffère si peu pour la Beigi- 



A« 



*5 



que et pour la France , il y a lieu de croire que le rapport partiel — est 

aussi très peu différent pour ces deux pays, et que, par conséquent, 
les valeurs de i< et A; y sont ^ très peu près les mêmes. On peut donc 
admettre que pour la Belgique, la valeur de k ne s'écarte pas beaucoup 

de la fraction — , que Ton a obtenue précédemment pour la France 

entière, et sans distinction du genre de crimes. Cela étant ^ on trouve 
dans les mêmes Comptes ^qw dans les années i8d6, 1827, i8a8, 1829, 
les rapports du nombre des condamnés à celui des accusés, se sont élevés 

a — , — , — , — î- ; fractions à peu près égales, et dont la moyenne 

100' loo' 100' 100' r r o » j 

83 

est un peu supérieure à — . Mais, d'après ce qu'on a vu dans le n*" 118, 

la probabilité dont cette moyenne est la valeur approchée, doit tou- 
jours être moindre que la valeur de A: ; il s'ensuit donc que dans ces 
quatre dernières années, cette quantité A: a dû être beaucoup plus 
grande que dans les années i83a et i835 ; ce qu'on ne peut attribuer 
qu'à une inégalité de la quantité inconnue z, à ces deux époques, qui 
a été telle que les jurés ont exigé pour la condamnation , une proba- 
bilité que l'accusé (ùt coupable, supérieure è celle que les juges trou- 
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vaient suffisante. Cette conclusion est, au reste, indépendante de la 
chance u de ne pas se tromper, qui a pu être égale ou inégale à ces 
deux époques, cest^à^dire plus grande pour les juges que pour les 
jurés, ou vice versd; question qui reste indécise, &ute de données 
nécessaires de Tobseryation. 

La quantité k dépendant de la prohabilité z , il s'ensuit que Tinéga- 
lité de ses valeurs pour les deux genres de crimes que nous avons 
considérés, peut tenir à deux causes différentes : h ce que la présomp- 
tion de la culpabilité avant le jugement est pins difficile à établir à 
regard des crimes contre les personnes, qu'en ce qui concerne les 
crimes contre les propriétés; ou bien , à ce que les jurés exigent pour 
la condamnation une plus grande probabilité z, dans le premier cas que 
dans le second; et il y a lieu de croire que ces deux causes distinctes 
ont concouru à produire l'inégalité dont il s'agit. 

U suit de cette dépendance entre z et k, que si la question des cir- 
constances atténuantes a produit pour les années i83a et i853 une 
diminution notable dans la probabilité que les jurés ont jugée suffi- 
sante pour la condamnation, la probabilité A; a dû au contraire aug- 
jmenter, et ces variations, in verses de t^ et de A: ont du aussi produire 
une augmentation dans la valeur de u; car on peut supposer qu'il y a, 
pour les jurés, une moindre chance de ne pas se tromper^ lorsque, 
d'une part, ils exigent une moindre probabilité pour la condamnation, 
et que, d'une autre, il existe, avant le jugement, une plus grande pro- 
babilité que l'accusé soit condamnable. 

(i43)* Il nous reste actuellement à calculer, au moyen des formules 
(g) et (lo), et des couples de valeurs trouvées pour u etk, ou pour u! 
et 2:', les probabilités qu'un condamné était coupable et qu'un accusé 
absous était innocent, ou, pour parler plus exactement, les probabi- 
lités que le premier était condamnable et que le second ne Fêtait pas. 
Mais auparavant nous changerons ces formules en des. équations plus 
commodes pour le calcul , et nous y ajouterons d'autres formules dont 
les valeurs numériques seront aussi très importante[S à connaître. 

En vertu de la première équation (6), la formule (g) pourra étrç 
remplacée par cette équation 
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dans laqndle on prendra le rapport - donné par robservation , pour 

la valeur approchée de Cj. 

La quantité i — «Pj est la probabilité qu'un condamné à la majorité 
d'au moins n — i contre î voix n'est pas coupable; C| est la probabilité 
qu'un accusé coupable ou non, sera condamné k cette majorité ; le pro- 
duit de Cl et de i— P| ezprioie donc la chance pour un accusé non cou- 
pable d'être néanmoins condamné. En la d^gnant par Du et ayant 
égard a Kéquation précédente et à la première équation (6), on aura 
donc 

D.= (i-A:)V,; 

^résultat qui se déduit aussi du raisonnement que l'on a fiiit dans le 
n"" 1 20, pour obtenir l'expression de Pj. 

Le nombre de voix nécessaire pour la condamnation étant au moins 
n — i, soit ITi la probabilité qu'un accusé absous est innocent; sa valeur 
se déduira de celle de Qi ou de la formule (lo), en y mettant n — • t — i 
au lieu de t; et si fou a égard à k seconde équation (6), on en 
conclura 

ou ce qui est la vckkake chose p d'après ce qu'on a vu dans le n* 1 18 , 

ni(i-cO- (i -*)(i-VO- 

La probabilité qu'un accusé absous est coupable sera i — IIi ; la pro- 
babilité qu'un accusé quelconque ne sera pas condamné étant i — Ci^ il 
s'ensuit que le produit (i — [Ti) (i — c^ exprimera la chance pour un 
accusé coupable d'être cependant acquitté. En la désignant par Âo on 
aura donc 

Aiss I —c— (i— *^(i— V,), 
ou bien, en vertu de la première équation (6), 

Â|=sA:(i--U«). % 



♦ 



Les chances Df et Ag sont, pour ainsi dire, les mesures du danger 
que court un accusé non condamnable d'être condamné, et la société, 
de voir acquitter un accusé condamnable. Relativement à la cnlpabi* 

5o 
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litë ou à rinnocence réelles des aecasési on ne devra pas oublier que 
D| n'est, comme P^ qu'une limite supérieure, et que A, n'est , ainsi 
que Qj, quWe limite ioférieure. Quand les valeurs de P, et IT,- auront 
été calculées, on en déduîm immédiatement celles de D^ et A^; car, en 
vertu des équations précédentes ,. on aura 



où l'on voit que les chances A^ et D.- seront toujours moindres,^ respec-^ 
tivement, que les probabilités Aret i— /r de la culpabilité' et de la non- 
culpabilité avant le jugement. Pour un très grand nombre /a d'accns&^ 
les nombres des condamnations et des acquittements donnés par l'ob- 
servation, étant a^ et fi-^Ui^ cewt de& condamnés non coupables et* 
des acquittés coupables , seront à tsès peu près et très pn4>ablemenf 
égaux aux prodoUs Da et a, (/x — ^)« 

En faisant n=, 12 et successivement i=s5 et ^'=4^ prenant— et ^ 
pour les valeurs approchées de c» ef c^ , et mettant, comme précédem- 
ment —T- et --— au lieu de ££ et i — m, nous conclurons des équations* 
précédentes 

-.P5=* \j (Tqrjpî = J. 

-P, = ALl ^TT+Ô^ï ^-^ ^—J. 

Noos aurons ea même temps 

Telles sont doae les averses formules qm'il s'agir» de rédteîre en nom^ 
bres : les quantités «pi^éUes renferment se rapporteront au cas des crimer 
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V 

contre les personnes ; on désijpiera par les mêmes lettres , avec des 
accents, les quantité analogues qui repondent aux cas des crimes 
contre les propriétés. 

(i44)* Pendant Tannée i83i, la majorité nécessaire pour la con* 
damnation était ceDe^de huit voix au moins contre quatre, et la ques- 
tion des eimnsiancesMtténtumtes n*ayait pas lieu. On avait 

^:sr: 0,565:1, ^=a,ii9, ^=o,5S54; 



d'oii l'on 

P^sso^ii, n4ss:097i66, 043=0,00689, A4= 0,1791. 

Sur les 743 condamnés dans cette année, à peu près cinq n'auraient 
pasd&rétre, d'après cette valeur de D4; et d'après celle de A4, environ 
333 accusés n'auraient pas dû être acquittés, sur les i3o3 qui l'ont été. 
La chance d'être condamné quoique non condamnable snrpassait très 
peu un i5o*, et celle d'être acquitté, quoique condamnable, était com- 
prise entre un sixième et un cinquième. Enfin, la probabilité de la 
culpabilité d*un condamné ne différait pas d'un So'', de la certitude, et 
celle de Tinnocence d'un accusé absous , c'est-à-dire la probabilité qu'il 
n'était pas suffisamment prouvé qu'il fût coupable , ne surpassait pas 



I k on 



la fraction |. 



Ces résultats se rapportent aux crimes contre les personnes. Dans la 
même année, on avait, relativement aux crimes contre les propriétés, 

^ ss 0,6054 , t' = 5,4865 , ^ = 0,6744 j 

d'où Von conclut 

^4=0^9981 , n'45=o,8i99, D'4S30>ooo4, ^'4=0,0721. 

Pour ce genre de cfimes, la proportion des condamna qui n'auraient 
pas dû Tètre , n'a donc été que de quatre sur dix ntàe ; ce qui ne £iit 
pas deux sur les 3355 de c^s condamnations qui ont été prononcées, 
lia proportion des Individus acquittés qui étaient condamnables, a 
surpassé sept centièmes; et leur nombre a du être environ 159, sur les 

5ot« 
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a^oS acquittements qui ont eu lieu. La probabilité qu'un condamne 
était coupable ne différait pas de deux miHièmes de la certitude , et 
celle de l'innocence d'un individu acquitté était un peu supérieure à 

la fraction |. Ces résultats sont/ comme on yoit^ plus satisfaisants que 

ceux qui se rapportent aux crimes contre les personnes; ce qui tient à 
ce que les condamnations pour des crimes contre les propriétés, quoi- 
qu'elles aient été proportionnellement plus nombreuses , ont aussi eu 
lieu très probablement à de plus fortes majorités (n* i4i )• 

Les huit probabilités P4, F^, etc., que nous venons de calculer, 

sont fondées sur Içs rapports — , ^^ -^^ -r, donnés par l'observation 

r* r" f* " 

et qui nous ont servi précédenuaent à déterminer les valeurs de t, t', 
kj V. Elles sont toutes les huit des fractions moindres que l'unité ; ce 
qui fournît une conHrmation d'autant plus remarquable de la théorie, 
qu'il n'en serait plus de même généralement^^ si l'on prenait des valeurs 
arbitraires àe t t\ h^ t' et k' , lors même qu'elles ne différeraient pas 
beaucoup de celles qui i*ésultent de l'observation. 

Dans les années qui ont précédé i85i, la majorité suffisante pour la 
condamnation était celle de sept voix contre cinq; mais dans le cas de 
la majorité minima, la cour intervenait et la condamnation n'était 
définitive que si la majorité des cinq juges dont elle se composait alors, 
se joignait à la majorité du jury. Il sera donc nécessaire de considérer 
séparément les condamnations prononcées à cette plus petite majorité, 
et celles qui ont eu lieu aux majorités d'au moins huit voix contre 
quatre.Pour celles-ci^ les valeurs numériques des probabilités P4 etP'4, 
114 et n'4 , D4 et D'4, A4 et A'4, seront celles que Ton vient de calculer, 
puisque dans les années antérieures à 1 83 1 , les valeurs detelk^f etk' 
étaient les mêmes que dans cette année (n* 1S7 ). Ainsi y depuis i8a5 
jusqu'à i83o, sur environ 5ooo individus condamnés à cette majorité 
d'au moins huit voix contre quatre , pour des crimes contre les per- 
sonnes, et près de aoooo pour des crimes contre les prc^riétés, il y en 
a eu très probablement, d'après les valeurs précédentes de D4 et de D'4, 
environ 35 d'une, part et 8 de Tautre qui n'étaient pas condamnables; 
ce qui serait sans doute beaucoup trop p A cela voalait dire qu'ils fos^ 
sent réellement innocents. 



nssia 
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Relâlivement anx autres condamnations prononcées à la majorité 
ndnima de sept yoix contre cinq^ on aura^ pour la probabilité que le 
condamné était coupable^ 

en faisant dans la formule (7), 

S'il s*agit des crimes contre les personnes , on aura , comme plus haut 9 

< = a,ii3, it=so,5354; 

et il en résultera 

/75= 0,8573. 

Dans le cas des crimes contre les propriétés, on changera ps, k, ^, en 
p'%f 1^9 ^f et l'on fera, aussi comme précédemment, 

^=5,4865, A'» 0,6744; 
ce qui donne 

/»'«sso,96i8# 

Enfin, si Ton considère les deux sortes de crimes indistinctement et 
toujours pour la France entière, on devra prendre o,63g 1 et ^,99, pour 
les valeurs de A et ^ (n* 1 40); et en désignant par «s la valeur correspon- 
dante de /ift, ou la probabilité que le condamné est coupable , on aura 

teti = 0,9406. 

En retranchant ces valeurs de/i^, p\^ «z^sy de l'unité, nous au- 
rons, a très peu près > 7^ » 7^ * — 1 P<Mir 1* probabilité de l'erreur 

du jury dans les trois cas que nous venons de considérer. D après 
la formule de Laplace (n* iSa), cette probabilité serai^ la même 
dans ces trois cas, et égale à 0,39; c'est-à-dire presque double de la 
valeur de i -—/'s, et quintuple de celle de i — ^5 : on verra dans le 
numéro suivant à quoi se réduit cette probabilité i — <rs de la non- 
culpabilité de Taccnaé, quand k condamnation a été coofinnée par la 
cour d'assises à la majorité d'au moins trois voix contre deux. 
Lorsi|u'on aura réuni les données suffisantes pour calculer, ainsi 
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cm doit rejeter^ en géoëra} , M8 valeurs des inconnues t et a, ou tsf 
et 1/9 moindres que celles des probabilités contraires^ que le calcul de- 
vait donner , néanmoins ^ pour comprendre le cas où dans de très 
graods nombres dejugementa extraordinaires, la culpabilité légale des 
condamnés semit moins probable que leur innocence. 
(145). 1^ noua faisons 

(lans la première formule (6)^ nous aurons 

^• — * (T+n? ' 

pour la probabilité qu'un accusé sera condamné par un tribunal de 
cinq juges k la majorité d'au moins trois voix contre deux ; k 
garni toujours la probabilité, avant le jugement, de la. cuApaUlil 
cet accusé , et tt la chance que chacun des juges ne sa trampffira. 
En vertu de la formule (9), nous aurons, en mim» temps j^ 



\P. = *[ 



I 4-5i + ior"j 



ou simplement, d'après Féquation précédente, 

{2k — i)é?,F. 3=3 *(*— 1 + c.)v 

poar détecmimr la probabilité F» de la col^biUté après que k con«- 
damnation aura en lieai 

Dans l'application qu'on fera de ces équations au cas dfoni accMO 
déjà condanmé par le jury à la majorité minima dfi sept ims oontre 
cinq , et soiunis ensuite an jugement de la conr d'assises, comme cela 
avait lieu antérieurement k 18S1, on prendra pour k la probabilité 
que l'accusé est coupable, râultante de la décision du jury; la valeur 
approchée et très probable de c« se déduira de l'ofaser^atioo , et seca 
égale au nombre des condamnations que la cour d'assises aura pror 
noncées dans un très grand nombre d'affaires, divisé par ce très grand 
nombre. Or, on voit par les Comptes généraux que dans les cinq an*-- 
nées écoulées depuis 1826 jusqu'à i83o, il y a eu 191 1 affaires soiw 
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mises aux cours d'assises du royaume ^ après que les jurjs avaieut 
condamné k la majorité de sept voix contre cinq , et que , dans ce 
nombre d'affaires, les cours ont confirmé 1597 ^^^ ^ condamnations. 
Mais ces Comptes ne nous font pas connaître sniv^At quelle propor* 
tion les nomlNres igi i et 1697 se sont partagés entre les crimes contre 
les personnes et les crimes contre les propriétés; nous serons donc 
obligés de déterminer la probabilité P» et Finconnue t, sans distinction 
de ces deux genres de crimes : pour cela nous ferons 



^- = lêl = o>8557 ; 



et nous prendrons pour k la vitleur de «5 du numéro précédent , 
savoir : 

quantité qui surpasse, comme cela devait être (n"" 1 18)1 la proportion 
c^ des condamnations. 
Au moyen de ces valeurs , on trouve 

P. = 0,9916, 

pour la probabilité qu'uQ individu était coupable , lorsqu'il avait été 
condamné successivement par le jury à la majorité minima de sept 
voix contre cinq, et par les juges à la inajorité d'au moins trois voix 
contre deux. La probabilité qu'il n'était pas coupable différait donc très 
peu d'un 100*; en sorte que sur les 1597 individus condamnés, il est 
très probable qu'il y en a eu à peu près quinze qui n'étaient pas 
condamnables. 
Les mêmes valeurs de k et de c« donnent 

au moyen de quoi Féquation qui doit servir à déterminer l'inconnue t, 
devient 

I + 5/ + 10/' =: (o,ii88)(i+0'- 
On en dédujt 
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^ = 3,789^ u = 0,7561 j 

ce qui moatre que la chance u de ne pas se tromper a été peo dif- 
férente , pour les juges ^ de celle que Ton a trouvée pour les jurés 
(n^ i4o)p sans distinction de l'espèce de crimes, et qui est égale 
« 0,7494. 

(146). Les formules dont nous venons de faire diverses applications 
à des jugements en matière criminelle, conviennent également à toutes 
les autres espèces de jugements, rendus en très grand nombre, tels 
que ceux de la police correctionnelle et ceux de la justice militaire. 
Mais, pour s'en servir, il fiiut que dans chaque espèce, l'observation 
fournisse les données nécessaires à la détermination des éléments que 
ces formules renferment. 

Les Cornptes généraux de Vcubninistration de la justice criminelle 
contiennent aussi les résultats de la police correctionnelle. Pendant les 
neuf années écoulées depuis i8a5 jusqu'à i853, le nombre des indi- 
vidus traduits à cette police dans la France entière, s'est élevé 817101749 
et dans ce nombre il y a eu i4645oo condamnés, ce qui donne o,8565 
pour le rapport du nombre des condamnés à celui des accusés. D'une 
année à une autre, ce rapport n'a pas beaucoup varié; il a toujours 
été compris entre 0,84 et 0,87. Le nombre des juges dans les tribu- 
naux de police correctionnelle n'est pas invariable : il doit être au 
moins égal à 5 ; et le pins souvent il se réduit à ce minimum. La ma- 
jorité de deux voix contre une suffit alors pour la condamnation; on 
obtiendra donc la probabilité c, qu'un accusé sera condamné en police 
correctionnelle, en disant i»:s 3 et is=i dans la première équation (6) ; 
ce qui donne ^ \ 

r ■ ^(^ + 31') + (!-*) (31+ I) 

en y mettant aussi -^ au lieu de u. On prendra pour la valeur ap- 
prochée et très probable de c. , fournie par l'observation , le rapport 
0,8563; mais cette donnée est insuffisante pour déterminer les deux 
inconnues i: et /; il faudrait savoir, en outre, parmi les 1464^00 con« 
damnations , le nombre de celles qui ont été prononcées , soit à Tuna* 
nimité, soit à la simple majorité de deux voix contre nue; ce que les 
Comptes généraux ne nous font pas connaître. Si l'on supposait que la 

5i 
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3 
chance de ne pas se tromper ftit 7 pour les juges de la police correc- 
tionnelle, comme elle l'est généralement pour les jurés, et*qa'on fit , 
dans l'équalion précédente» c, se 0,8563 et f=c3, on en déduirait 
pour k une valeur pins grande que Funité; ce qui rend cette hypo- 
thèse inadmissible. Il y a lieu de croire que ceffe chance est pljus 
gffwde pour les ^ugesque pour les jurés, sans que «ous puissions dire 
de combien J'uap est ^surpassée par ravlre, faute de domiées néces- 
swr^ dé Foiiseryation. 

Le^ iCQQseâs de iguerre sont composés de sept juges , et la loi exige , 
peiw la oaudapuMAion^ la majorité d'au moins .cinq ^oix couAre deux. 
I^a prohabilité e^ qu'on accusé seta condasmé se déduira donc de la 
première équation (6), en y faisant n^ 7 et / szr a; et'Si l'on y met aussi 

— -j an lieu deu,il en résultera ' 

^ _*(«'4-7<»4-2i/')-*-(i— *)(«t|-7i4v»»*') 

(i + iy 

Dans les Comptes généraux de V administration de la justice mili^ 
taire j publiés par le ministre de la Guerre , on évalue le nombre des 
condamnés aux deux tiers de celui des accusés ; ce rapport éiant conclu 

d'au grand nombre de jygwieots, an pauread<mc pneadre la fraction | 

peur ia. valeur approchée et très probable de c. ; mais cette donnée 
ne suffit pas pour la détermination des deux inconnues que renferme 
Féquattion précédente. En supposant que la chance de ne pas se trom- 
per soit très peu différente pour les juges militaires et pour les jurés 

des cours d'assises , et fa faisant ^n coQséquenlFégale à j , on aurait 
^ = 5 et c, = j, et l'on déduirait de cette équation 

k === ,0,8795., 1 — A =0, 1 207 ; 

«u aorte qu'il y aurait un peu ^us de sept k parier contre un, qu'un 
militaire est coupable quand il est traduit devant un conseil de guerre. 
En vertu ide la formule (9) et de la première équation (6), on a 

(i + tyc^?.=:.kÇf + p' ^21 fi% 
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pour déterminer la probabiKté P» que raccusé est coopaUe, après qu'A 

a été condafltné; et, au moyen des valetirs précédentes de c^y t^ k, il 

en résuheraît 

P. «0,9976; 

ce qui montre combien cette probabilité différerait peu de la cerd-* 
tude. Mais ce résultat est fondé sur une valeur hypothétique de t ou 
de tt« dont nous ignorons le degré d'exactitude. Cependant, il serait 
intéi*essant de pouvoir comparer, d'une manière certaine, la justice 
militaire à celle des cours d'assises, sous le rapport de la probabilité 
des jugements. Pour cela, parmi les condamnés militaires, outre le 

rapport ^ de leur nombre total à celni des accusés, il faudrait encore 

connaître le rapport du nombre des condamnés, soit a l'unanimité, soit 
à l'une des deux majorités de six voix contre une ou de cinq voix 
contre de«x, a ce même nombre des accnsés. Malheureusement cette 
seconde donnée ne nous est pas fournie par l\>bservation , et nous ne 
pouvons y sapfdéer par aucune hypothèse qui ait quelque pro- 



•!•- » 



(i47)« U nous reste, pour terminer cet ouvrage, à considérer la 
probabilité des jugements des tribunaux en matière civile. 

Dans un procès civil , il ft'agit déjuger entre deux parties qui plai- 
dent Tune contre l'autre, laquelle a le bon droit de son côté. Cela se- 
rait* décidé avec certitude par dfes juges qui n'auraient aucune chance 
de se tromper; et quel que fût leur nombre, le jugement serait tou- 
jours prononcé à l'unanimité. Mais il n'en est point ainsi. Il arrive 
souvent qiie deux juges également éclairés, qui ont examiné un même 
procès avec toute leur attention , portent néanmoins des jugements 
contraires, l'un donnant gain de cause à la partie que Tautre con- 
damne. On doit donc admettre qu'il y a pour chaque juge, une chance 
de se tromper dans son vote, ou de ne pas juger comme aurait fait un 
juge idéal pour lequel toute cause d'erreur serait impossible. Elle 
dépend du degré d'instruction et de Fintégrité du juge r on ne 
la connaît pas à priori; et sa valeur devra être déduite de f observa- 
tion, s'il est possible, par les moyens que l'on va indiquer. Lors* 
que cette chance, ou la chance contraire, aura été déterminée pour 
tous les juges d'un tribunal , on en condura la probabilité de 
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la boatc de leur jugement, c'est-à-dire, de sa ccmforniicé avec celui 
qui serait prononcé par des juges infaillibles. On e& conclura 
aussi la probabilité que d'autres juges, pour lesquels la chance de 
ne pas se tromper serait également donnée, confirmeront le jugement 
des premiers. Ce second problème est semblable à celui que nous 
ont présenté les jugements en matière criminelle : la quantité que nous 
avons précédemment désignée par k sera maintenant remplacée 
par la probabilité du bon droit de Tune des deux parties, résultante 
du premier jugement rendu en sa faveur; mais quand un procès 
est soumis pour la première fois aux tribunaux civils^ il n*y a aucune 
probabilité antérieure au jugement, qui soit favorable à Tune ou 
l'autre pairie ; on n'a donc pcHnt à considérer une probabilité analo- 
gue à A:; et les seules inconnues à déterminer par l'observation seront 
les probabilités que les juges ne se tromperont pas. 

(148). Considérons d'abord un tribunal de première instance, com- 
posé de trois juges quéfoous appellerons A, A', A''. Soient Uf u^, li'^ 
leurs probabilités respectives de ne pas se tromper. Désignons parc la 
probabilité que leur jugement sera unanime. Cela aura lieu, si aucun 
des juges ne se trompe, ou s'ils se trompent tous les trois. La proba- 
bilité du premier cas sera le produit imV, et celle du second, le pro-* 
duil (i — u){i — u!){\ — m"); on aura donc 

c = «MV-f-(i— m)(i— |/)(l— tt"), 

pour la valeur complète de c. Le jugement unanime étant rendu, on 
pourra faire deux hypothèses : on pourra supposer que l'affiiire est bien 
jugée ou qu'elle est mal jugée. Dans la première hypothèse il faudra 
qu'aucun des trois juges ne se Mit trompé, et dans la seconde» qu^b se 
soient trompés tous les trois. La probabilité de Tévéoeinent observé, qui 
est ici le jugement rendu à l'unanimité, sera donc Wn'', si la première 
hypothèse est vraie, et (i— m)(i — u')(i— a"), si elle est fausse. Donc, en 
- appliquant à ces hypothèses la règle de la probabilité des causes (u'' :i8), 
et appelant p la probabilité de la première cause, ou de la bonté du 
jugement, on aura 

^_^ ttttV 

P ~ UUU" + (l _ II) (I _ m')(i_m') • 
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ou, ce qui est la inéroe chose, 

cp s= uu'u'. 

m 

Si le jugement n'est point unanime, un des trois juges aura voté 
pour Tune des parties , el ses deux eollègues pour l'autre partie ; dési- 
gnant par a, a', (i\ les probabilités qu'un pareil jugement sera rendu, 
qui repondent reapectivemeat aux eas où c'est le juge A, ou A^ ou A'', 
qui vote différemment des deux autves, on aura 

a 5= (i ~ u)^m£'^ H{l — iO(i ~ »'0r 

a' = (i ^ u')uu^^ tt'(i — II) (i ~ i/), 
a":ssz (i ~ iJ')Mêu'^ «"(i ~ «)(f — iOj 

car le premier cas, par exemple, arrivera, soit que A' et A'' ne se trom* 
peut pas et que A se trompe, soit que A' et A'^ se trompent et que A ne 
se trompe pas; et de même pour les deux autres cas. En appelant b la 
probabilité d'un jugement non unanime^ rendu d'une manière queloon* 
que , on aura 

6 = a -f- ^ + a"; 

et comme il fimdra que cela ait eu lieu, ou que le jugement ait été 
unanime , on devra avoir b^^c^ss i ; ce qu'il est facile de vérifier . 
Il en résulte simplement 

& = 1 — aa'j/ — (i — u)(i — «')(i — «"). 

Pour que le jugement soit bon^ il ftudra que les deux juges qui ont 
formé la majorité en votant de la même manière, ne se soient pas trom- 
pés; et, pour qu'il soit mauvais, il faudra qu'ils se soient trompés; si 
donc l'on désigne par q la probabilité de la bonté d'un jugement non 
unanime, on aura aussi, d'après la règlle de la probabilité des causes ou 
des hypothèses, 

fty == (i — u) u!ii' 4- (i — tt') W + (i — u') uu\ 

Maintenant, dans un très grand nombre fju de jugements rendus par 
les trois mêmes juges A, A^ A% soient y le nombre des jugements una-» 
nimes, Ccelui des jugements non-unamnoes, et, parmi ceux-ci, a, fll^ a% 
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les nombres des jugements où c'est le jilgtt K, Ou A'^ ou A", qui n'a ptà 
voté comme les deux autres. On aura, avec une très grande approxi- 
mation et très probablement, 

Le nombr6fëtatttlasommedeât,a',a'^t^ ht 9Mtimed€aya',a*;la seconde 
de ces équations est une suite des troift dernières, et les cinq équations se 
réduisent à quatre. Si les nombres a, cl\ el^ étaient donnés par l'observa- 
tion; en substitiiAnt dans lèd trois detliiclresé^jfuà'tions, les expressions pré- 
cédentes de a, ^, al\ on en pourrait déduire tes valeurs dé u^ u\ li'^ et 
en mettant dans la première équation ^expression de c^ on en conclurait 
la valeur de 7^ ; de sorte que si ce nombre y était aussi donné par l'obser- 
vation, la comparaison du hotnbré donné au nombre calculé servirait à 
vérifier la théorie. Les valeurs de u, u\ ii\ étant ainsi déterminées, on 
en déduirait sans difficulté, au iiioyèn Slés formules précédentes, les 
probabilités p et 9 de la bonté d'un jugement unahimè et d'un juge* 
ment non unanime. Mais l'observation n'a fait connaître, pour aucun 
tribunal, les nombres 7, a, a , oi\ tSuièfois, afin de donner un exem* 
pie de l'usage de ces formules ^ je choisirai arbitrairement les valeurs 
des probabilités u, m', ti. 

Je prends donc, par exemple. 

Pour chacun des trois jttgèâ, là chàndé é(e iké pfls se trômpef est plbë 
grande qiië celle de Terretir ; A' et A'' sont également insthiits, et ont la 
même èliàndé dé ne pas éë tMWpet; A éA ^lus in^tiiiit , et sa chance 
d'erréùt ë^t tobfhdrfr. On àuni 

8 , 17 

de sorte Iqu'on pourra |iariër 1 7 cônti^e 8, ou tid peu pluâ de deux contre 
un, que les trois juges œ rendront pas un jugement unanime. On aura 
aussi 

^ 57 
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il jr $fir^t dçAÇ 9 à parifTfCpitfiKç .^p pgur la bonté d'un jugim^çt uiwf 
nime, et seulement 5j contre 28, on, à très peu près, deux cont^ un 
pour la bonté d'un jugen^eri^ non ynanîipe. Pour ces trois juges* la 
chance moyenne de ne pas se tromper serait 



5(« + ^' + «0 
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en les supposant également i^struilB et prenant cette fraction | , pour 
la valeur commune de u, u'y u', on trouverait 

^ I , a 8 a 

^=3» =3' P-g* î=î- 

Ces valeurs depetq étant un peu moindres que les précédentes, il s'en- 
suit que, 4^0$ notre exemple, ^^nç égale qépfrtitioo ep^tre les trois 
luges, de \^v somme d'instruction » din^inuerait Ifi proj^abilité que le 
jugement est bon, soit qu'il ait eii lieu ou^pn à T^infuiiqutéî mais, d'un 
autre côté, la dernière valeur de c étant plus grande que la première, 
et la première valeur de b surpassant la dernière , cette répartition 
égale de Finstruction augmente la probabilité que le jugement des trois 
juges sera unanime, et diminue, en couséauence, la probabilité qu'il 
ne le sera pas. 

Lorsque nous ignorons si un jugement rendu par les trois juges a 
été ou n'a pas été unanime, la raison que nous avons de croire que ce 
jugement soit bon diffère de pet de ^. Si Ton désigne, dans ce cas, la 
probabilité de la bonté de ce jugement par r, on aura 

car, dans l'hypothèse que le jugement est bon, le jugement rendu, ou 
l'événement observé, peut avoir eu lieu dans quatre cas différents dont 
las pcQbahiUtés sont les.qnatre termes. de cette formule; dans l^hypo- 
thèse contraire, la probabilité de cet événement serait 

(i -»Xi-w0(ï-«O+«<'-«0(ï-«'')+w'(i-«Xï-«''+"''C'-«)(»-^^^ ; 

et la somme des probabilités de l'événement, dans les deux hypo- 
thèses, étant la certitude, ou Tunité , le diviseur de l'expression de r. 
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résultant de la règle du n* a8 , est aussi INinité . On peut remarquer 
qu'on a 

r = cp -^ bq; 

i*ésultat qu'on pourrait aussi démontrer directement. ^ 
En prenant les valeurs précédentes de u, m/ y t/, on trouve 

en les supposant égales entre elles et à x , il vient 

_ ao ^ 

et cette seconde valeur de r étant un peu moindre que la première , 
il s'ensuit que la bonté du jugement est la moins probable , conune 
précédemment, dans le cas de Tégai degré d'instruction des trois 
juges. 

(i49)- On étendra sans difficulté oes formules aux jugements d'un 
tribunal composé d'un nombre quelconque déjuges; mais on n'en 
pourra faire aucune application , faute de données de l'observation, 
nécessaires pour déterminer les chances de ne pas se tromper des 
différents juges. Si Ton suppose ces chances égales, et le nombre 
des juges toujours égal à trois, oi| aura, en conservai^t les notations 
précédentes , 

c = «* -f. (i — uy, 6 ^= I — u' — (' — ^Yf 
cp ssz là, bq z=: 5(i — m)ii% r =b «* + 5(i — uju*. 

En prenant d'ailleurs pour c ou pour b, la valeur approchée et très 

probable - ou - , l'une ou l'autre des denx premières équations dé- 

terminera la valeur de i^; en sorte .que, pour cette détermination , il 
suffirait de connaître , dans un très grapd nombre fi de jugements 
rendus par les trois juges, le nombre ^ de ceux qui ont été unanimes, 
ou S de ceux qui ne l'ont pas été ; mais cette donnée ne nous est pas non 
plus fournie par l'observation. Si l'on supposait, par exemple, les 
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lioinbfQs ^ et >- 4gaux entre eux , on «nrût 

a» -|- (i ^' tt)« — 1 ^ 5a -|_ 5a» s^ i> 
d'où l'on tire 

c'est-à-dire deux valeurs de u dont une surpasse ' et Tautrt est moin- 
dre ; et comoie on doit admettre que la chance qu'un juge ne se trom- 
pera pas est plus grande que la chance coqtraire y on aurait, ,eu pre- 
nant la première de ces deux valeurs^ 

u = 0,7888-; 
d'oà il résulterait 

./> = 0^9815, ç c= 0,7885 9 ras o,885o. 

Si le jugement des trois juges, unanime ou non, est soumis à un 
tribunal d'appel, composé, par exemple, de sept antres juges, et que, 
pour chacun de ceux-ci , la chance de ne pas se tromper soit repré- 
sentée p^ry; et^si Ton désigne par C la probabilité que ce jugement 
sera conGrmé par le second tribunal , à la majorité d'an moins quatre 
Toix contre trois , la valeur de C sera donnée par la première -for- 
mule (6), en y mettant r et p au lieu de Vb et.Uj et /aisaat, en ootre, 
n = 7 et î = 5; ce qui doune 



Et en effet, si le premier jugement est bon , pour qu'il soit confirmé 
par le second tribunal, il &udra qu'aucun des sept juges d'appel ne 
se trompe ou qu'un seul se trompe, ou que deux se trompent, ou qçe 
trois se trompent. Or, les probabilités de ces quatre cas sont les qua- 
tre termes compris entre les premiers crochets; par conséquent^ 
leur somme, multipliée par r, est la prohabilité que le jugement est bon 
et sera confirmé ; on verra de même que la partie de cette expression 
de C qui ai — r pour facteur, exprime la probabilité que le premier 
J4igement est mauvais et sera néanmoins confirmé ; d'où il résulte que 

5a 
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la somme des deux parties de C est son expression complète. On verra 
également qu*en appelant C la probabilité que le second tribunal cas- 
sera le jugement du premier, on aura 

^,^[(,_ i^y ^ ^(i_ ^y^ + 21(1— «/)VH;- 35(i— i')^]; 

et comme il sera nécessaire qnc ce jugement soit ou confirmé , ou 
cassé, on devra avoir C-f- C'=: i ; ce qu'on vérifie en observant que 

+ [(î—t^y+7(i—t')^+a 1(1— 1^)^+55(1— i')V] ==i[f^4<i—i^)]'== 

On aura C = C' = -, soit dans le cas de rs-, et pour une valeur queP 

conque de i^ » soit dans le cas de p=-y et pour une valeur quelconque 

de r; résultats qui sont d'ailleurs évidents en euxHanêmes. 

En considérant séparément les deux parties de l'expression de cha-^ 
cuae des quantités C et C, on peut aussi dire que la première par- 
lie de C est la probabilité que les deux tribunaux successifs jugeront 
bien Tun et l'autre; que la secoode pairie est la probabilité qu'ils ju* 
geront mal tous les deux ; que la première partie de C exprime ia 
probabilité que le premier tribunal jugera mal et le second bien ; et que, 
enfin, la seconde partie de Csera la probabilité que le premier tribunal 
jugera bien, et le second mal. Si donc, on appelle f la probabilité que 
la cour d'appel jugent bien, soit que le tribunal de première instance 
juge bien ou mal; p sera k somme des deux premières parties de C 
et C, I — p la somme de leurs secondes parties ^ et l'on aura 

/» = i>' -f- 7i;«(T — i;) -f. 2Ifr*(l — p)* + 55(^(i — i^y, 
I — f = (i —<;)'+ 7(1 — (;)«(; + 21(1 — i>) V + 35(i — i^)V^ 

ainsi qu'on le trouverait directement En désignant par r la probable 
lilé que l'arrêt de cette cour sera confirmé par une seconde cour 
royale, composée également de sept juges, et par r' la probabilité qu'il 
ne le sera pas.; et en appelant iv, pour chacun de ces sept juges, la 
chance de ne pas se tromper^ r et r' se déduiront de C et C en y 
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mettant f et tv au lieu àeretu; par conséquent, si Ton suppose qu*on 
ait w= 1^, il en résultera 

r = f* + (i — f)% r = 2f (i — f); 

valeurs qui satisfont à la condition r+ F' = i • D après les expressions 
de C et C, celles de f et p' pourront d ailleurs s'écrire ainsi 

r — C r -. C 

'^ ar — I ' ar — I 

Désignons encore par P la probabilité de la bonté de l'arrêt rendu 
par une première cour d appel, lorsqu^il est conforme au jugement de 
première instance, et par P' quand il est contraire. Dans le premier cas, 
en supposant auccessiveraent que l'arrêt soit bon et qu'il soit mauvais, la 
probabilité de l'événement observé, qui est ici la conformité des deux 
jugements, sera la première partie de C dans la première hypothèse , 
et la deuxième partie dans la seconde ; la probabilité P de la première 
hypothèse, aura donc pour valeur cette première partie de C divisée 
par la somme de ses deux parties; nous aurons, en conséquence, 

et. Ton trouvera de même , 

résultats qui se déduisent aussi , comme cela doit ètre^ des formules 
(9) et (10), en y faisant kz=r, n:^ 7, i = 3. Ces équations pourront 

être remplacées par celles-ci 

« 

CP = rf, C'P' = (i -/•)/, 

• 

en ayant égard à ce que f représente. 

(iSo).*!! faut au moins trois juges pour prononcer un jugement de 
première instance» et sept pour un arrêt de cour d appel ; généralement 
ces moindres nombres ne sont pas dépassés; c'est pourquoi, j'ai pris 
trois et sept pour les nombres de juges des deux tribunaux successifs que 
je viens de considérer. En substituant pour r sa valeur en fonction de u, 
dans lesformules que j'ai obtenues, elles renfermeront les deuxu:hances u 

Sa.. 
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etf', qui ne peuvent se déduire que de Tobservation ; malheureusement, 
elle ne nous fournit pour cela qu'une seule donnée, savoir, le rapport du 
nombre des jugements de première instance, conGrméspar le^ cours 
royales, au nombre total des jugements qui leur sont soumis.Pour faire 
usage de ces formules, il est donc nécessaire de réduire à une seule, 
au moyen d'une hypothèse particulière , les deux inconnues u et v; 
celle qui m*a paru la plus naturelle a été de supposer qu'on ait v z=z u^ 
c'est-à-dire , de regarder les juges du premier tribunal et ceux du se- 
cond, comme ayant la même chance de ne pas se tromper. 

Cela posé, dans un très grand nombre fi de jugements de première 
instance, soit m le nombre de ceux qui ont été confirmés, et , par con- 
séquent, fJi'^m celui des jugements non-confîrmés. On pourra pren- 
dre le rapport - pour la valeur approchée et ti*ès probable de la* pro^ 
habilité que nous avons désignée par C; et si Ton fait 

L=— , p = z/, u ssz ,. I — u 



il en résultera 

m (ar— 0(1 + 7<-f 211* + 35/^) 

On aura, en même temps, 

et en substituant ces valeurs dans celle de — , oq obtiendra une équa-^ 

tion du lo' degré pour déterminer la valeur de t, et, par suite , celle 
de u. Dans le cas de f^ssu, l'expression de C demeure la même, 
quand on y change u et r en i -— 1^ et i — r; ce qui répond au 

changement de t en y. II s'ensuit que si Ton satisfait à la valeur donnée 

de -, par une valeur de I plus petite que l'unité, on y satisfera égale- 

lement par une valeur de t plus grande que un; et, en effet, l'équation 
d'où dépend l'inconnue t est du genre des équations réciproques, et 
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reste la méme,'<}aaiid on y roet y au lieu de t. Ce sera la valeur de t 

plus grande que l'anité, qu il iWudra prendre ; car c'est celle qui répond 

à la valeur de û plus grande que -y c'est-k-dire ^ à une chance de ne 

pas se tromper plus grande que celle de se tromper , ce qu'on doit 
admettre dans le cad de magistrats intègres et instiniits. 

(i5i). Le Compte général de Vadminisiitition de la justice cmle^ 
publié par le gouvernement , donnë^ pour le ressort de chaque cour 
royale, les* nombres m et fi-^m de jugements confirmés et de juge* 
menls non confirmés ^ pendant les trois derniers mois de id5i, et 
pendant les années entières i.85a et f855. Mais u ny a guère que le 
i^essort de la cour royale de Paris, dans lequel le nombre total jjl soit 
assez grand pour servir isolément à la détermination de t-y nous serons 
donc obligés, quant à présent, de supposer, comme nous l'avons fait 
pour les jurésr, que la chance u de ne pas Ée tromper est sensiblement 
égale pour tous les juges du royaume'; ce qui pennettra d'employer à 
ht détermination de t, les valeur^ de m* et de m — /jl relatives à la to-^ 
talité des cours royales. Or, on a eu dans le dernier trimestre de 1 85t, 
en i85a et en i833, et pouf la Franco entière 

/;i = 976, /ii=53oi, m=5470} 
^t — 111 = 588, fi — m = 24û5, fi — iii=:26i7, 

d'où Ton déduit, pour ces trois périodes, 

- = o,7i55, J = o,6i379, - = 0,6764. 

Les deux derniers rapports, qui répondeut à des années entières, ne 
diffèrent pas l'un de Taulre, d'un 70' de leur moyenne; ce qui présente 
un exemple bien remarquable de la loi des grands nombres (^). En 
prenant pour melfi les sommes des* nombres relatifaaux trois périodes, 
on aura' 



VMS 

(^) Cette loi a- été de nouveau coufirméc par la valeur du rapport — , qui a eu* 

lieu en i8^/(f ^^ ^^i *'®'^ élevée o«6g58, d*après le Compte relatif à cette année, 
que le gouvernement a publié, il y a peu de temps. 



4i4 RECHERCilBS 

m 



m 



= 11747, ^«=17157, -=0,6847, 



SI l'on considérait séparément les nombres relatifs à la couV royale 
de Paris, on aurait 

ms=25io, |* = 5a97, ^ = <>;76i5,- 

en sorte que dans le ressort de cette cour, le rapport — surpasse sa va- 

leur moyenne pour la France fintière, d'à peu près un g* de sa 
valeur. 

En employant sa valeur O96847 relative à la France entière, on 
trouve 

<=: 3,157, w = o,6832, r= 0,7626. 

D'après cette valeur de r, il y a donc un peu plus de trois contre un à 
parier pour la bonté d'un jugement de première instance, lorsqu'on ne 
connaît, ni le tribunal qui a jugé, ni la nature du procès. On voit aussi 
que la chanoe u de ne pas se tromper surpasse fort peu, pour les juges 
en matière civile, la fraction 0,6788 qui exprimait cette chance, pour 
les jurés avant i83a, c'est-à-dire, avant la loi qui a prescrit la question 
des circonstances atténuantes. 

Au moyen de cette valeur de r, et en prenant les rapports — 

et ^^-^ — pour les valeurs de C et C, on déduit des formules du nu- 
mérp précédent , 

P r= 0,9479 , V = 0,6409, r = 0,7466 j 

ce qui montre que l'on peut parier a très peu près 19 contre un pour U 
bonté d'un arrêt d'appel conforme au jugement de première instance, 
et moins de deux contre un dans le cas d'un arrêt contraire. On voit 
aussi que quand on ignore si l'arrêt est conforme ou contraire, la pro- 
babilité r qu'il sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur 

les mêmes données que la première, est un peu moindre que j. Les 

quatre parties qui composent les expressions données de C et £'^ ont 
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pour valeurs 

rf z:^o,6^5, (i^r)fs=so,2022, r(i-f)=o,ii5i, (i-r)(i'/)=o,o552; 

et ces fractions , dont la somme est Tunité, expriment les probabilités 
que les deux tribunaux successifs de première instance et d*appel, 
jugeront bien, que le premier jugera mal et le second bien, que le 
premier jugera bien et le second mal , que tous les deux jugeront 
mal. 
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